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Введение 

Актуальность работы. В настоящее время теория массового обслуживания 

(ТМО) стремительно развивается. Если первоначально наибольший интерес у ис-

следователей вызывали вопросы обслуживания абонентов телефонной станции [15, 

16, 24], то сейчас можно с уверенностью утверждать, что такого типа задачи воз-

никают в самых различных направлениях: в экономике, технике, транспорте и, 

главным образом, в информационных технологиях, стремительное развитие кото-

рых вызывает большой рост требований к телекоммуникационным системам. По 

мере усложнения реальных систем, возникает проблема выбора методов и спосо-

бов их исследования. Главным образом возникает проблема приближения условий, 

в которых существуют описывающие реальные процессы математические модели, 

к истинной картине изучаемых явлений. 

Основоположником ТМО считают датского ученого Агнер Крарупа Эрланга 

(1878 – 1929 гг.). Будучи сотрудником Копенгагенской телефонной компании, Эр-

ланг в 1909 г. опубликовал первую работу «Теория вероятностей и телефонные пе-

реговоры» [138]. В данной статье был решен ряд задач по теории систем массового 

обслуживания с отказами. Предметом исследования служили телефонные системы, 

которые характеризовались случайным потоком входящих вызовов абонентов, тре-

бующих случайного времени занятости телефонной линии. Эрлангом была полу-

чена формула для расчета доли вызовов, обслуженных на телефонной станции. Его 

научные результаты до сих пор используются при исследовании современных те-

лекоммуникационных сетей.  

Активное развитие ТМО получила во второй половине 20-го века в работах 

C. Palm [227], D. G. Kendall [25, 157], L. Kleinrock [27], T. L. Saaty [73], А. Я. Хин-

чин [84, 85, 86], Б. В. Гнеденко, И. Н. Коваленко [16], Г. П. Башарин [1]. 

Принято считать, что термин «теория массового обслуживания» (в англо-

язычной литературе queueing theory – теория очередей) в русской научной литера-

туре был введен Александром Яковлевичем Хинчиным (1894 – 1959 гг.). Этот уче-

ный внес весомый вклад в создание математического аппарата теории массового 

обслуживания [85, 86]. 
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Большое влияние на развитие ТМО также оказали работы советских ученых 

Б. В. Гнеденко, И. Н. Коваленко [16, 17], Башарина Г. П. [1, 2, 3, 4].  

В 80-х гг. 20-го века с появлением систем ЭВМ интерес к теории массового 

обслуживания возрос еще больше [5, 6, 88]. Многочисленные исследования теле-

коммуникационных потоков и систем того времени показали неадекватность клас-

сических моделей потоков реальным данным. Возникшая проблема привела к воз-

никновению математических моделей коррелированных потоков и рассмотрению 

моделей СМО, выходящих за рамки систем с ожиданием и систем с потерями. При 

этом, нужно отметить, что исследователи по-прежнему используют классические 

потоки в качестве моделей трафика из-за простоты математического и численного 

анализа таких моделей.  

Если говорить о классических моделях потоков, то в 20-х годах прошлого 

века. G. Jule ввел понятие процесса чистого размножения, решая задачи теории эво-

люции, а в 30-х годах уже W. Feller ввел понятие процесса гибели и размножения. 

Ряд работ прошлого века посвящен изучению пуассоновского потока. В ра-

боте E. Marczewski [181] установлено усиленное свойство отсутствия последей-

ствия. В работе Т. Nisida [225] исследуются некоторые функционалы от пуассонов-

ского потока, в частности расстояния от произвольного момента до события по-

тока, определяемого некоторым дополнительным условием. Т. Hida [153] изучал 

распределение максимального интервала между событиями пуассоновского потока 

и получил ряд предельных теорем. Полезное для приложений в теории массового 

обслуживания асимптотическое разложение, связанное с законом Пуассона, полу-

чено Л.Ф. Китаниным [26]. Подробно исследован пуассоновский поток в работе Д. 

Кокса и П. Льюиса [28]. 

Исследованию рекуррентного потока событий посвящено не меньшее коли-

чество работ. В книге Д. Кокса, В. Смита [29] подробно исследуется рекуррентный 

поток событий как основная и наиболее простая модель теории восстановления. 

Данная теория получила многочисленные применения в ряде направлений иссле-

дования – теории надежности, теории массового обслуживания, теории запасов и 
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многих других приложениях. Результаты теории восстановления являются мощ-

ным средством исследования как теоретических, так и прикладных проблем. Часто 

применение того или иного факта теории восстановления позволяет очень просто 

получать результаты, которые сложно и трудно получить при другом подходе.  

Следуя необходимости создания адекватных моделей различных явлений и 

систем, многие исследователи разработали схемы потоков событий, при помощи 

которых можно учитывать различные реальные факторы и, в частности, зависи-

мость длин интервалов между поступающими требованиями. 

В 70-х годах 20-го века E. Cinlar предложил модель марковские аддитивных 

процессов (Markov Additive Processes) [127], управляющий процесс которого яв-

лялся процесс с независимыми приращениями. Потоки событий, для которых 

управляющий процесс имеет независимые приращения, были названы А. Я. Хин-

чиным потоками без последействия [84]. Поэтому марковские потоки некоторое 

время назывались потоками без последействия, до тех пор, пока на одном из семи-

наров в МГУ Г. П. Климов не предложил для этого класса потоков сокращенное 

название МС-потоки (от Markov Chain). После того как M. F. Neuts предложил свою 

модель марковских потоков [222, 223], такие модели стали называть N-процессами 

[116, 176, 238, 241]. В 90-х годах M. F. Neuts для марковских потоков было приду-

мано, а затем, во время нового всплеска исследований, уточнено Лукантони поня-

тие марковского потока однородных событий (Markovian Arrival Process), [179, 180, 

222]. Таким образом, стало использоваться сокращение MAP [180], которое уже 

использовалось для обозначения марковских аддитивных процессов E. Сinlar. 

Чтобы избежать путаницы в 2003 г. S. Asmussen в своей книге [110] предложил 

использовать для Markovian Arrival Process сокращение MArP, но по-прежнему как 

для Markov Additive Processes, так и для Markovian Arrival Process чаще использу-

ется сокращение MAP [65, 66]. 

Одним из наиболее распространенных частных случаев МАР-потока явля-

ется марковски модулированный пуассоновский поток событий (ММРР-поток) 

[15, 180].  
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В терминах различных математических школ MAP-потоки также называются 

дважды стохастическими потоками, которые были введены в 1964 году J. 

F.C. Kingman [164]. В таких потоках, во-первых, интервалы времени между наступ-

лениями событий являются случайными, во-вторых, с течением времени интенсив-

ность потока меняется случайным образом. 

Наиболее общим потоком однородных событий является полумарковский 

поток (Semi-Markovian process) [30]. Идея введения такого потока была выдвинута 

П. Леви (1954) и В. Смитом (1955). В книге Д. Кокса, В. Смита [29] наряду с иссле-

дованием простого процесса восстановления (рекуррентного потока) представлен 

альтернирующий процесс восстановления, модель которого может быть обобщена 

на случай полумарковского потока или его частного случая – потока марковского 

восстановления (Markovian renewal process).  

Исследования последних лет реальных сетевых потоков показывают, что та-

кие потоки могут обладать уникальными свойствами, такими как фрактальность 

или самоподобие (рассмотрение интервала высокой интенсивности в более деталь-

ном масштабе времени приводит к получению потока с такой же структурой, как у 

всего потока), коррелированность, пачечность (интервалы высокой интенсивности 

сменяются интервалами с низкой или даже нулевой интенсивностью потока), не-

стационарность и т. д. [121, 123, 150, 151, 182, 260, 263]. Для описания современных 

сетевых потоков могут использоваться известные модели непуассоновских пото-

ков. Например, выбирая подходящие параметры потока определенным образом, 

можно добиться смены коротких интервалов с интенсивным трафиком на более 

длительные периоды без наступления событий. Используя модели более высокого 

порядка (например, расширение пространства состояний MAP), можно достичь не-

скольких уровней самоподобия [192, 211, 213, 215].  

С развитием новейших технологий связи остро встала проблема моделирова-

ния трафика в телекоммуникационных системах. Модели систем с пуассоновскими 

входящими потоками теряют свою актуальность в связи с тем, что передача данных 

в беспроводных сетях имеет нерегулярный характер. Возникает необходимость 
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учитывать такие особенности потока передаваемой информации как долговремен-

ная зависимость, так называемые «тяжелые хвосты» распределений длин интерва-

лов между моментами наступления событий [113, 120]. 

До недавнего времени были попытки моделировать такие потоки как супер-

позицию нескольких пуассоновских потоков [129, 144]. Среди российских ученых 

разработкам моделей трафика с самоподобной структурой и СМО с такими пото-

ками уделяли внимание О. И. Шелухин [89, 90, 91] и В. Н. Задорожный [20, 21]. 

Также представляет интерес долговременная зависимость трафика, возникающая 

как свойство процессов, описывающих поступление заявок в телекоммуникацион-

ных системах [32, 75, 82, 83]. Для учета этих эффектов используются модели кор-

релированных потоков.  

Исследованию специальных потоков событий методами асимптотического 

анализа посвящена работа [34]. 

Появление новых моделей потоков оказало существенное влияние на разви-

тие как самих систем массового обслуживания, так и методов их исследования.  

Исследованию в области ТМО посвящены работы следующих российских ав-

торов: Г. П. Башарин [1], К. Е. Самуйлов [74] и Ю. В., Гайдамака [12, 13, 68], 

П. П. Бочаров, А. В. Печинкин [8, 9], А. А. Боровков [7], Г. И. Фалин [141, 142], 

В. В. Рыков [240], В. М. Вишневский [11], Е. В. Морозов [124], M. Фархадов [119], 

В. А. Наумов [65, 66], Г. Ш. Цициашвили [87], А.В. Войтишек [255], А. В. Зо-

рин [23], С. П. Сущенко [81, 237], А. М. Горцев [18], Л. А. Нежельская [67], 

А. Ф.  Терпугов, А. А. Назаров [63, 64, 207], С. П. Моисеева [178, 210], А. Н. Мои-

сеев [185]; зарубежных авторов: J.R. Artalejo [106, 108, 107, 109], А.Н. Дудин [135], 

E. A. Krishnamoorthy [245], A. Melikov [184], M. Pagano [188], T. Phung-Duc [191] , 

J. Sztrik [251], O. Tikhonenko [250].  

В некоторых современных реальных системах по техническим причинам от-

сутствует бункер для ожидания поступивших заявок, которые не могут мгновенно 

быть приняты к обслуживанию, но их потеря недопустима. Примером таких систем 

являются телекоммуникационные системы, в которых сообщения не теряются, а 

осуществляется только задержка в их обслуживании. Повторные вызовы могут 
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быть вызваны отсутствием свободных обслуживающих приборов или отсутствием 

соединения по техническим причинам, и игнорировать данные эффекты в реальных 

системах нельзя. В связи с этим, в середине прошлого века выделили новый класс 

систем массового обслуживания – системы с повторными вызовами (Retrial 

Queueing System или RQ-системы).  

Первые работы, посвященные RQ-системам, появились в 40-50-х годах XX 

века [128, 168, 258]. В статьях освещается необходимость учитывать повторные об-

ращения, возникающие в обслуживающих системах при блокировке поступивших 

заявок. Такие заявки не покидают систему, а всей своей совокупностью формируют 

поток вторичных обращений к прибору, что приводит к изменениям в характере 

случайных процессов, описывающих функционирование системы. Вследствие 

этого, появилась необходимость отразить такое поведение заявок в системе в мате-

матической модели, что и привело к появлению RQ-систем. 

Чтобы учесть повторные обращения в системе массового обслуживания вы-

деляется место, называемое орбитой. Поведение заблокированной заявки в системе 

следующее: она поступает на орбиту, где осуществляет задержку, длительность ко-

торой обычно моделируется как случайная величина. Наибольшее распростране-

ние получили модели с экспоненциальным распределением времени пребывания 

заявки на орбите. По окончании задержки заявки на орбите независимо друг от 

друга пытаются обратиться к прибору и получить обслуживания. При неудачной 

попытке заявка возвращается на орбиту для реализации еще одной задержки. Поток 

повторных обращений в таком случае имеет интенсивность, зависящую от числа 

заявок на орбите. Также рассматриваются модели с постоянной суммарной интен-

сивностью повторных обращений или иными дисциплинами повторных обраще-

ний. В статье [262] представлен подробный обзор ранних работ, посвященных RQ-

системам и их эффективности при моделировании телефонных систем коммута-

ции. 
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В 70–80-х годах 20-го века ученые начали предпринимать попытки к матема-

тическому описанию систем с повторными вызовами. Вопросами эргодичности за-

нимались такие учены, как J.W. Cohen [128], N. Deul [130], G.I. Falin [141, 142], F.C. 

Foster [145], T. Hanschke [152], A.A. Назаров [53], а также L.I.Sennot [244] и др. 

Впоследствии, RQ-системы нашли свое применение в области моделирова-

ния телекоммуникационных сетей, так как при организации маршрутизации паке-

тов в сетях возникает то же поведение пакетов. Если узел сети занят передачей дру-

гого пакета, источник начинает передачу заново через какое-то время. Исследова-

нию RQ-систем как моделей сетей связи посвящены монографии [107, 143]. В них 

рассматриваются методы исследования, разработанные с учетом специфики RQ-

систем и классические методы применимые к ним. С обзором современных иссле-

дований RQ-систем можно познакомиться в статьях [161, 219]. 

Современные направления разработки моделей и методов исследования RQ-

систем связаны со спецификой их приложений. Помимо повторных обращений, в 

телекоммуникационных системах необходимо учитывать: 

1. надежность прибора (узла связи или оператора), 

2. терпеливость заявок (заявки, которым приходится раз за разом осуществлять 

задержку, могут покинуть систему без обслуживания), 

3. особенности процесса обслуживания (обслуживание может протекать в две 

или более фаз), 

4. наличие обратной связи (в некоторых системах заявки по окончании обслу-

живания могут мгновенно или с некоторой задержкой вновь обратиться к 

прибору), 

5. дисциплину повторных обращений (разные протоколы доступа по-разному 

организуют повторные обращения) и т. д. 

Очевидно, что чем больше особенностей предметной области учитывает ма-

тематическая модель, тем точнее результаты исследования будут описывать реаль-

ную систему. Однако модель, перегруженную различными деталями и нюансами 

реальной системы, тяжело исследовать аналитически. Возникает необходимость в 
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разработке новых аналитических методов исследования, позволяющих исследо-

вать модели, учитывающие различные условия функционирования системы, и по-

лучать достаточно точные вероятностные характеристики этой модели. 

Помимо проблемы моделирования трафика, возникает вопрос как исследо-

вать системы с нерегулярными входящими потоками. Методам исследования СМО 

с коррелированными потоками посвящены работы А. Н. Дудина, В. И. Клименок и 

В. М. Вишневского [10, 19, 134]. 

Так как большинство современных моделей имеют сложную природу или 

конфигурацию, их не всегда удается исследовать аналитически. В связи с этим, за-

частую применяются численные методы или методы имитационного моделирова-

ния. [40, 78, 79, 106, 107, 185, 251]. Аналитические методы применялись, главным 

образом, в тех случаях, когда модели потока являлись пуассоновскими, а дисци-

плина обслуживания подчинялась экспоненциальному распределению. RQ-си-

стемы с входящими коррелированными потоками активно изучаются учеными бе-

лоруской школы А.Н. Дудиным и В. И. Клименок [166, 167], в работах которых ис-

пользуются преимущественно матричные методы решения полученных систем 

уравнений. 

Разработке моделей и асимптотических методов анализа систем с повтор-

ными обращениями посвящено немало работ А. А. Назарова и его учеников. Ра-

боты Е. А. Судыко и Т. В. Любиной посвящены аналитическим методам исследо-

вания RQ-систем с конфликтами заявок [37, 38, 57, 80]. Е. А. Моисеева совместно 

с А. А. Назаровым занималась разработкой модификаций методов асимптотиче-

ского анализа в условии большой загрузки для RQ-систем с непуассоновскими вхо-

дящими потоками [41, 56]. Исследованию RQ-систем с вытеснением заявок посвя-

щены работы Я. Е. Измайловой [55, 58].  

RQ-системы с вызываемыми заявками возникли вследствие появления таких 

обслуживающих систем как смешанные call-центры. В отличие от call-центров, 

предназначенных исключительно для приема обращений, в смешанных call-

центрах операторы могут совершать звонки сами. Это позволяет сократить время 

простоя в периоды малой нагрузки центра.  
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Первые исследования таких центров появились в нулевых годах 20-го века и 

были посвящены статистическому анализу функционирования системы [114, 183]. 

Аналитические модели базировались на системах массового обслуживания с поте-

рями или с очередью [22, 34, 72].  

В то же время появились исследования, посвященные моделированию кон-

такт-центров с помощью RQ-систем. Влиянию повторных обращений на модели-

рование центров обработки вызовов посвящена работа [92]. Применение RQ-

систем подтолкнуло к появлению моделей с несколькими типами заявок разных 

приоритетов, предназначенных чтобы учесть разнородность занятости операторов 

[3,117, 140]. Если предполагается, что помимо приема звонков оператор занят дру-

гими видами деятельности, то для моделирования его поведения могут быть при-

менены RQ-системы с прогулками прибора [137, 156, 177,243] 

Модели смешанных call-центров в виде марковской RQ-системы с вызывае-

мыми заявками предложена J.R. Artalejo и T. Phung-Duc [104]. Данный тип систем 

получил распространение, было предложено множество усложнений с учетом 

специфики различных областей приложения. В дальнейшем исследовались си-

стемы с вызываемыми заявками с произвольным распределением времен обслу-

живания [105, 242]. 

В дополнение к классическим RQ-системам, в которых суммарная интенсив-

ность обращений из орбиты зависит от числа заявок на орбите, рассмотрены си-

стемы с постоянной интенсивностью повторных обращений [98, 187]. 

Большое распространение получили замкнутые RQ-системы с вызываемыми 

заявками [169, 132, 133, 220]. В таких системах число источников поступающих 

запросов ограничено и каждый источник генерирует заявку только тогда, когда об-

служена предыдущая заявка из этого источника. Вследствие такого поведения 

пользователей число мест на орбите становится ограниченным, что послужило ос-

новой для моделирования точек доступа сотовой связи. 

Модели RQ-систем с вызываемыми заявками также могут учитывать неста-

бильность работы оператора и возможные поломки оборудования. В таком случае 

речь идет о системах с ненадежным прибором, который может выходить из строя 
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на случайное время и работать в прежнем режиме после возвращения трудоспособ-

ности [174, 248, 249]. 

Тандемные системы массового обслуживания появились в 50-х как модели 

двухэтапных производственных процессов. Таким образом ранние исследования 

тандемных систем не имели повторных обращений и были посвящены получению 

аналитических формул для марковских многофазных моделей производственных 

линий или транспортных узлов [111, 154, 224, 236, 246, 247]. Тандемным системам 

массового обслуживания без повторных обращений посвящена обзорная статья 

[230]. 

Для моделирования процессов в коммуникационных системах тандемные си-

стемы массового обслуживания стали применять в 80-х. Первые работы, посвящен-

ные применению двухфазных систем в телекоммуникациях, не учитывали повтор-

ные обращения [94, 118, 155].  

В первом десятилетии 20-го века данные модели стали использоваться для 

анализа процессов передачи данных в беспроводных сетях [175, 252]. При иссле-

довании также не учитывались повторные обращения к прибору и рассматривались 

системы с очередью. 

Тандемные RQ-системы впервые были предложены в работах [148, 190]. Рас-

смотренные модели предполагали наличие орбиты только на первой фазе обслужи-

вания, так как если прибор на второй фазе занят, то заявка закончившая обслужи-

вание на первой фазе блокирует первый прибор до момента освобождения второго. 

Модели были предложены для исследования телефонных систем с переключением.  

В статьях В. И. Клименок [159, 165] рассмотрены тандемные RQ-системы с 

многолинейными фазами, которые предложены в качестве моделей коммуникаци-

онных систем. В статье [159] первая фаза трактуется как базовая станция в соте, а 

вторая – как система удаленных серверов. Статья [165] посвящена моделированию 

call-центра со схожей структурой. 

Работы [136, 139, 159, 162, 231] посвящены тандемным RQ-системам с поте-

рями. Несмотря на то, что классические системы с повторным обращением, не 
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предполагают потерь, в случае двухфазной системы с орбитой на первой фазе по-

тери возникают на второй фазе. 

Системы массового обслуживания с ненадежным прибором приобрели попу-

лярность в 80-е годы и моделировали процессы прерывания обслуживания в реаль-

ных системах. Помимо очевидных приложений таких моделей для описания поло-

мок и ремонта элементов систем, их также можно использовать для учета любых 

перерывов в работе прибора. Ранние исследования таких систем посвящены разра-

ботке аппроксимаций для распределений вероятностей, описывающих состояние 

системы [226, 253, 254]. Выбор аппроксимационных методов исследования был 

обусловлен сложной структурой уравнений баланса. 

Первые системы с повторными вызовами и ненадежным прибором предло-

жены в работах [95, 96, 97, 99, 100, 103] в 80-90-е годы. В статьях рассматриваются 

модели телефонных систем с функцией повторного набора номера в случае разъ-

единения связи.  

Широкое распространение получили модели, в которых время восстановле-

ния прибора после поломок зависит от его состояния в момент поломки [95, 96, 

171]. Наряду с предыдущими, рассматриваются RQ-системы с, так называемыми, 

активными поломками [102, 256, 259]. В таких системах прибор выходит из строя 

только когда занят обработкой заявки. Также в работах [172, 177, 261] рассматри-

вается такой тип отказов прибора как стартовые поломки. В некоторых случаях 

RQ-системы с ненадежным прибором могут иметь свойства схожие с моделями с 

прогулками прибора [101, 189]. 

В начале 2000-х RQ-системы с ненадежным прибором рассматривались в 

предположении дискретного режима функционирования системы [186, 257]. Были 

рассмотрены системы с произвольным распределением длительности задержки на 

орбите наряду с ненадежным прибором [125, 126] и многими другими модифика-

циями, такими как нетерпеливость заявок на орбите [115, 122] или их приоритет-

ность [131]. 
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Многолинейные RQ-системы не получили большого распространения из-за 

высокой сложности их исследования. Задача нахождения двумерного распределе-

ния числа заявок на орбите и числа занятых приборов представляет сложности, так 

как уравнения, описывающие это распределение, не представимы в матричном 

виде. Модели с тремя и четырьмя серверами предложены Т. Phung-Duc в работе 

[234]. Впоследствии тот же коллектив авторов исследовал более общую систему 

M/M/c/c+ r [232, 235]. Методы численного анализа таких систем рассматривались 

в статье А. Н. Дудина [160]. 

Таким образом, задачи анализа моделей непуассоновских потоков и систем 

массового обслуживания с повторными вызовами различной конфигурации явля-

ются актуальными научными проблемами. 

 

Цель и задачи исследования. Целью данной диссертационной работы явля-

ются теоретические положения, посвященные разработке и применению математи-

ческих методов исследования потоков событий со случайным объемом поступаю-

щих требований и систем массового обслуживания с повторными вызовами раз-

личной конфигурации. 

Задачи исследования: 

1) разработать математические модели непуассоновских потоков событий со 

случайным объемом требований, таких как поток восстановления, ММРР-поток, 

полумарковский поток, обобщающие теорию ординарных и неординарных пото-

ков; получить допредельные и асимптотические распределения вероятностей объ-

ема информации, поступающей за определенное время в предложенных потоках 

событий со случайным объемом требований; 

2) разработать модификации метода асимптотического анализа, которые поз-

волят выполнить анализ непуассоновских потоков событий со случайным объемом 

информации в предельном условии растущего времени наблюдения за потоками; 

3) разработать модификации методов асимптотического анализа, которые 

позволят выполнить анализ однолинейных систем с повторными вызовами, таких 
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как RQ-системы с разнотипными вызываемыми заявками, RQ-системы с ненадеж-

ным прибором, тандемные RQ-системы с общей орбитой в различных предельных 

условиях; 

4) разработать новые методы асимптотического анализа, которые позволят 

выполнять анализ систем с повторными требованиями, вызываемыми заявками и 

непуассоновскими входящими потоками; 

5) для исследования однолинейных и многолинейных систем с повторными 

вызовами разработать и развить метод асимптотически диффузионного анализа, 

который обладает повышенной точностью и позволяет выполнить анализ предло-

женных в диссертации моделей; 

6) получить выражения для стационарных асимптотических распределений 

вероятностей числа заявок на орбите в исследуемых однолинейных и многолиней-

ных RQ-системах различной конфигурации; 

7) разработать комплекс проблемно-ориентированных программ и алгорит-

мов для численного анализа потоков событий со случайным объемом информации 

и систем с повторными вызовами различной конфигурации, с помощью которого 

определяется численные значения основных вероятностных характеристик рас-

сматриваемых потоков и систем, а также устанавливается область применимости 

полученных асимптотических результатов. 

Научная новизна результатов, изложенных в диссертации состоит в сле-

дующем.  

1. Впервые построены математические модели потоков событий, таких как 

поток восстановления, ММРР-поток, полумарковский поток со случайным объе-

мом требований, обобщающие теорию ординарных и неординарных непуассонов-

ских потоков, позволяющие учитывать особенности реального трафика в телеком-

муникационных системах. Получены допредельные интегральные формулы для 

нахождения распределения вероятностей объема информации, поступающей в 

предложенных непуассоновских потоках событий со случайным объемом требова-

ний за определенное время. 
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2. Разработаны и предложены модификации метода асимптотического ана-

лиза, позволяющие, в отличие от существующих подходов, выполнить анализ не-

пуассоновских потоков событий со случайным объемом информации в предельном 

условии растущего времени наблюдения за потоками. С использованием предло-

женных модификаций асимптотического метода в предельном условии растущего 

времени наблюдения за потоком получено предельное гауссовское распределение 

вероятностей объема информации, поступающей в потоке восстановления, ММРР 

и полумарковском потоке, для которого найдены явные выражения параметров 

предельного нормального распределения, обобщающие предельные теоремы из 

класса Центральной предельной теоремы. 

3. Методы асимптотического анализа систем с повторными вызовами моди-

фицированы на случай исследования RQ-систем с разнотипными вызываемыми за-

явками, RQ-систем с ненадежным прибором, тандемных RQ-систем с общей орби-

той в различных предельных условиях. Применение данных модификаций обоб-

щают известную методику исследования систем с повторными вызовами на случай 

более сложных конфигураций моделей. 

4. Предложены два новых предельных условия: условие согласованно высо-

кой интенсивности вызывания заявок и длительного обслуживания вызываемых за-

явок, для которых реализованы методы асимптотического анализа. При этом, при 

втором предельном условии получена характеристическая функция, отличная от 

гауссовской. 

5. Впервые разработан и предложен метод асимптотически диффузионного 

анализа, который обладает повышенной точностью, предназначенный для исследо-

вания однолинейных и многолинейных систем с повторными вызовами. 

6. Для однолинейных и многолинейных RQ-систем различной конфигурации, 

представленных в диссертационной работе, с использованием разработанных ме-

тодов и модификаций впервые получены выражения для стационарных асимптоти-

ческих распределений вероятностей и их аппроксимаций числа заявок на орбите. 
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7. С использованием разработанного комплекса проблемно-ориентирован-

ных программ и алгоритмов для численного анализа потоков событий со случай-

ным объемом требований и RQ-систем различной конфигурации на основе числен-

ных экспериментов найдены численные значения основных вероятностных харак-

теристик рассматриваемых потоков и систем, а также установлена область приме-

нимости полученных асимптотических результатов. 

Методы исследования. Для проведения диссертационных исследований ис-

пользовался аппарат следующих дисциплин: математический анализ, линейная ал-

гебра, теория вероятностей, теория случайных процессов, теория массового обслу-

живания, дифференциальные уравнения и численные методы, а также методы 

асимптотического анализа. 

Для процессов, характеризующих состояния потоков событий с произвольным 

объемом поступаемых требований и RQ-систем различной конфигурации использо-

вались методы многомерных цепей Маркова и многомерных марковских процессов с 

дискретными и непрерывными компонентами и метод частичных характеристиче-

ских функций. 

Для решения всех полученных уравнений в диссертации применяются и раз-

виваются методы асимптотического анализа [46, 63] в различных предельных усло-

виях. При исследовании потоков событий с произвольным объемом поступаемых 

требований системы уравнений решаются в предельном условии растущего вре-

мени наблюдения за потоками. Это позволяет сделать вывод о том, что в данном 

предельном условии распределения объема информации, поступившей в исследу-

емых непуассоновских потоках, являются асимптотически гауссовскими. Здесь 

принципиальным различием являются только выражения для вычисления матема-

тического ожидания и дисперсии, которые определяют гауссовское распределение. 

Данные основные характеристики будут зависеть только от вида модели потока. 

При исследовании RQ-систем различной конфигурации применяется асимп-

тотический метод в предельных условиях большой задержки заявок на орбите, а 
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также новые, предложенные в диссертации предельные условия, такие как согла-

сованно высокой интенсивности вызывания заявок, согласованно длительного об-

служивания вызываемых заявок.  

Разработан и предложен метод асимптотически-диффузионного анализа в 

предельном условии большой задержки заявок на орбите для исследования пред-

ложенных в диссертации RQ-систем. Для распределения вероятностей числа за-

явок на орбите в исследуемых системах можно построить аппроксимацию данного 

распределения методом асимптотически-диффузионного анализа, который прово-

дится в три этапа. На первом этапе находится асимптотическое стационарное рас-

пределение вероятностей состояний прибора системы и функция a(x), которая 

имеет смысл коэффициента переноса диффузионного процесса, определяющего 

асимптотическое распределение вероятностей числа заявок на орбите. При реали-

зации второго этапа асимптотического анализа находится функция b(x) – коэффи-

циент диффузии процесса, определяющий асимптотическое распределение вероят-

ностей числа заявок на орбите. Применяя полученные функции a(x) и b(x) на тре-

тьем этапе реализуется метод асимптотически диффузионного анализа и находится 

непрерывное предельное распределение, на основе которого строится достаточно 

точная аппроксимация для допредельного дискретного распределения вероятно-

стей состояний рассматриваемой RQ-системы. 

Для оценки области применимости полученных асимптотических результа-

тов используются численные методы. Проведенный анализ позволяет определить 

область применимости асимптотических результатов на основе проведения много-

численных компьютерных экспериментов. Указанный анализ произведен с исполь-

зованием представленного в диссертации комплекса проблемно-ориентированных 

программ и алгоритмов численных расчетов. 

Теоретическая и практическая значимость работы. Впервые в теории мас-

сового обслуживания предложены модификации метода асимптотического анализа 

в предельном условии растущего времени наблюдения за потоками событий с про-

извольным объемом поступаемых требований, которые позволяют построить гаус-

совские аппроксимации распределения объема информации. 
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Предложены модификации методов асимптотического анализа, которые поз-

воляют проводить исследование RQ-систем различной конфигурации, таких как 

RQ-системы с разнотипными вызываемыми заявками, RQ-системы с ненадежным 

прибором, тандемные RQ-системы с общей орбитой. Данные методы вносят суще-

ственный вклад в теорию массового обслуживания, так как, в отличие от существу-

ющих подходов, позволяют решать задачи анализа систем с повторными вызовами 

для случаев непуассоновских входящих потоков и неэкспоненциального обслужи-

вания.  

Впервые предложен метод асимптотически диффузионного анализа, который 

обладает повышенной точностью и предназначен для исследования как однолиней-

ных, так и многолинейных систем с повторными вызовами различной конфигура-

ции. 

Разработанные методы, их модификации и алгоритмы позволяют выполнять 

анализ широкого класса систем с повторными вызовами, который является важным 

разделом теории массового обслуживания. 

Результаты диссертационных исследований, в том числе конкретные фор-

мулы расчета параметров предлагаемых аппроксимаций могут быть использованы 

при анализе функционирования реальных потоков и телекоммуникационных си-

стем, адекватными математическими моделями которых являются потоки с произ-

вольным объемом поступаемых требований и системы массового обслуживания с 

повторными вызовами.  

Предложенные RQ-системы могут быть применены при проектировании се-

тей нового поколения для создания новых протоколов случайного множественного 

доступа и модификации уже существующих. 

Найденные основные вероятностные характеристики исследуемых матема-

тических моделей реальных потоков и сетей связи позволяют оценить их основные 

характеристики и дают возможность научно обоснованно выбирать значения пара-

метров сетей и управляющих протоколов доступа, что существенно расширяет воз-

можности решения ряда проблем в области проектирования сетей связи нового по-

коления. 
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Разработанный комплекс численного анализа позволяет выполнять расчет 

параметров вероятностных законов распределений для объема информации, посту-

пившей в потоках с произвольным объемом поступаемых требований и числа заявок 

в системе. 

Указанные результаты успешно применялись при решении ряда практиче-

ских задач при выполнении НИР с ведущей китайской компанией в области теле-

коммуникаций.  

Положения, выносимые на защиту, состоят в следующем:  

1. Теоремы о виде допредельных и асимптотических характеристических 

функций распределения вероятностей объема информации в потоках с произволь-

ным объемом поступаемых требований. 

2. Модификации метода асимптотического анализа в предельном условии 

растущего времени наблюдения на случай непуассоновских потоков событий со 

случайным объемом требований.  

3. Теоремы о виде асимптотических характеристических функций распреде-

ления вероятностей числа заявок на орбите в системах с повторными вызовами, 

представленных в диссертации.  

4. Модификации методов асимптотического анализа в предельных условиях 

большой задержки заявок на орбите, согласованно высокой интенсивности вызы-

вания заявок, согласованно длительного обслуживания вызываемых заявок.  

5. Теоремы о виде асимптотических плотностей распределения вероятностей 

числа заявок на орбите в однолинейных и многолинейных системах с повторными 

вызовами различной конфигурации.  

6. Метод асимптотически диффузионного анализа, обладающий повышенной 

точностью, который предназначен для исследования однолинейных и многолиней-

ных систем с повторными вызовами, представленных в диссертации. 

7. Комплекс проблемно-ориентированных программ и алгоритмов числен-

ного анализа потоков с произвольным объемом поступаемых требований и систем 

массового обслуживания с повторными вызовами. 
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Достоверность полученных результатов подтверждается математически 

корректными формулировками, выводами и доказательствами теорем, представ-

ленными в диссертационной работе, согласованностью результатов, полученных 

для разных моделей и большим количеством компьютерных экспериментов. 

Личное участие автора в получении результатов, изложенных в диссер-

тации. Автор лично участвовал в получении всех результатов, представленных в 

диссертационной работе, а именно в разработке и применении методов исследова-

ния потоков событий со случайным объемом требований и RQ-систем различной 

конфигурации, выводе всех формул, доказательстве всех представленных в диссер-

тации теорем, разработке представленного комплекса проблемно-ориентирован-

ных программ и написании алгоритмов построения асимптотических распределе-

ний, выполнении численного анализа полученных результатов. 

Связь работы с крупными научными проектами. Значительная часть ре-

зультатов, изложенных в работе получена в рамках выполнения проекта № 4761 

«Разработка методов исследования немарковских систем массового обслуживания 

и их применение к сложным экономическим системам и компьютерным сетям 

связи» аналитической ведомственной целевой программы «Развитие научного по-

тенциала высшей школы (2009–2011 годы)» Федерального агентства по образова-

нию, научно-исследовательской работы № 1.511.2014/К «Исследование математи-

ческих моделей информационных потоков, компьютерных сетей, алгоритмов обра-

ботки и передачи данных» в рамках проектной части государственного задания 

Минобрнауки России в сфере научной деятельности в 2014–2015 гг., гранта РФФИ 

№ 18-01-00277 А «Разработка моделей и методов исследования телекоммуникаци-

онных систем, управляемых протоколами случайного множественного доступа» и 

договора с ведущей китайской компанией в области телекоммуникаций на выпол-

нение НИР «Разработка, анализ, тестирование и настройка математических моде-

лей телекоммуникационного трафика типа «свечи», многопотокового поступления 

требований и многоуровневого управления трафиком». 

Публикации. Всего автором опубликовано 87 работ, из них по теме диссер-

тации опубликовано 52 печатные работы, из них 12 статей в журналах, включенных 
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в Перечень рецензируемых научных изданий, в которых должны быть опублико-

ваны основные научные результаты диссертаций на соискание ученой степени док-

тора наук (в том числе 5 статей в высокорейтинговых зарубежных научных журна-

лах, входящих в Web of Science и Scopus), получены 2 свидетельства о регистрации 

электронного ресурса, 23 работы опубликованы в трудах Международных и Все-

российских конференций, 21 работа включена в международные базы научного ци-

тирования Scopus и Web of Science. 

Апробация работы. Основные результаты работы и отдельные ее положе-

ния докладывались и обсуждались на 20 научных конференциях Международного 

и Всероссийского уровня:  

1. XIV Международная конференция им. А. Ф. Терпугова (Анжеро-Суд-

женск, 18–22 ноября 2015);  

2. XV Международная конференция имени А. Ф. Терпугова «Информа-

ционные технологии и математическое моделирование» (Алтай, 12–16 сентября 

2016 г.); 

3. 31st European Conference on Modelling and Simulation, (Budapest, Hun-

gary, May 23 – May 26, 2017);  

4. Двадцатая международная научная конференция «Распределенные 

компьютерные и телекоммуникационные сети: управление, вычисление, связь» (г. 

Москва, 25–29 сентября 2017 г.);  

5. XVI Международная конференция имени А. Ф. Терпугова «Информа-

ционные технологии и математическое моделирование» (Казань, 29 сентября – 3 

октября 2017 г.);  

6. 12th International Workshop on Retrial Queues and Related Topics (Tomsk, 

10 – 15 September 2018);  

7. XVII Международная конференция им. А. Ф. Терпугова «Информаци-

онные технологии и математическое моделирование» (Томск 10 – 15 сентября 2018 

г);  

8. XXI Международная научая конференция «Распределенные компью-

терные и телекоммуникационные сети: управление, вычисление, связь» (Москва, 

17 – 21 сентября 2018 г.);  

9. XVIII Международная конференция им. А. Ф. Терпугова «Информаци-

онные технологии и математическое моделирование» (Саратов 26 – 30 июня 2019 

г);  
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10. XXII Международная научая конференция «Распределенные компью-

терные и телекоммуникационные сети: управление, вычисление, связь» (Москва, 

23 – 27 сентября 2019 г.);  

11. The 25th International Conference on Analytical & Stochastic Modelling 

Techniques & Applications (Moscow, October 23 — 25, 2019);  

12. Международная научная конференция «Математическое и программ-

ное обеспечение информационных, технических и экономических систем» (Томск, 

28–30 мая 2020 г.);  

13. XXIII Международная научая конференция «Распределенные компью-

терные и телекоммуникационные сети: управление, вычисление, связь» (Москва, 

14 – 18 сентября 2020 г.);  

14. Международная конференция «Современные стохастические модели и 

проблемы актуарной математики» (Карши, Узбекистан, 25 сентября 2020 г.);  

15. Пятая Международная научная конференция по стохастическим мето-

дам (Москва, 23 – 27 ноября 2020 г.);  

16. XIX Международная конференция имени А. Ф. Терпугова «Информа-

ционные технологии и математическое моделирование» (Томск, 2 − 5 декабря 2020 

г.);  

17. International Conference on Information Technoligy (Amman, Jordan, 

14 – 15 July 2021);  

18. XXIV Международная научая конференция «Распределенные компью-

терные и телекоммуникационные сети: управление, вычисление, связь» (Москва, 

20 – 24 сентября 2021 г.);  

19. XX Международная конференция имени А. Ф. Терпугова «Информа-

ционные технологии и математическое моделирование» (Томск, 1 − 5 декабря 2021 

г.);  

20. The 26th International Conference on Analytical & Stochastic Modelling 

Techniques & Applications (Tsukuba, Japan, December 13 – 14, 2021). 

Диссертация выполнена в рамках основных научных направлений исследо-

ваний научной школы Томского государственного университета по теории массо-

вого обслуживания и теории телетрафика. 

Структура работы. 

В Главе 1 описаны модели потоков событий различных типов: поток восста-

новления, MМРР, полумарковский потоки с произвольным объемом поступаемых 

требований. Показано, что распределение вероятностей объема информации, по-

ступившей в заявках предложенных моделей за время t каждого из рассмотренных 
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типов, может быть аппроксимировано нормальным распределением. Характери-

стики полученных распределений представлены в Главе 1.  

В Главе 2 представлены математические модели систем с повторными вызо-

вами различной конфигурации, а именно, RQ-системы с разнотипными вызывае-

мыми заявками, ненадежным прибором, тандемные RQ-системы с общей орбитой, 

многолинейные RQ-системы, аналитическое исследование которых представлено 

в диссертации. Для распределения вероятностей состояний процессов, описываю-

щих функционирование систем, построены системы дифференциальных уравне-

ний Колмогорова, аналитические предельные решения которых предложены в Гла-

вах 3 – 5. Для RQ-систем с ненадежным прибором и вызываемыми заявками полу-

чены условия существования стационарного режима при дообслуживании заявок 

после поломок прибора и обслуживании заново прерванных заявок. При условии 

обслуживания прерванных заявок заново получены распределения вероятностей 

состояний прибора и найдена характеристическая функция числа заявок в системе. 

В Главе 3 изложены исследования математических моделей RQ-систем раз-

личной конфигурации методами асимптотического анализа. RQ-система с ММРР 

входящим потоком и разнотипными вызываемыми заявками исследована в трех 

предельных условиях: большой задержки заявок на орбите, согласованно высокой 

интенсивности вызывания заявок и согласованно длительного обслуживания вы-

зываемых заявок. RQ-система с ненадежным прибором и тандемная RQ-система с 

общей орбитой исследованы в асимптотическом условии большой задержки заявок 

на орбите. Для представленных моделей на основе полученных асимптотических 

характеристик системы построены аппроксимации допредельного распределения 

вероятностей числа заявок на орбите и состояний прибора (приборов). 

В Главе 4 представлена разработка метода асимптотически-диффузионного 

анализа в предельном условии большой задержки заявок на орбите для исследова-

ния систем с повторными вызовами различной конфигурации. Для распределения 

вероятностей числа заявок на орбите в исследуемых системах строится аппрокси-

мация данного распределения. Сам метод асимптотически-диффузионного анализа 

проводится в три этапа. На первом этапе получено асимптотическое стационарное 
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распределение вероятностей состояний прибора системы и коэффициента переноса 

a(x) диффузионного процесса, определяющего асимптотическое распределение ве-

роятностей числа заявок на орбите. При реализации второго этапа асимптотиче-

ского анализа находится коэффициент диффузии b(x) этого процесса. Применяя по-

лученные функции a(x) и b(x) на третьем этапе реализуется метод асимптотически 

диффузионного анализа и находится непрерывное предельное распределение, на 

основе которого строится достаточно точная аппроксимация для допредельного 

дискретного распределения вероятностей состояний рассматриваемых RQ-систем. 

Приводятся численные результаты сравнения предлагаемых аппроксимаций и ими-

тационного моделирования рассматриваемых RQ-систем и устанавливается их точ-

ность и область применения. 

В Главе 5 предложен новый метод исследования многолинейных систем с 

повторными вызовами двух типов: с гиперэкспоненциальным временем обслужи-

вания и специальным обслуживанием заявок асимптотически диффузионным ме-

тодом в предельном условии большой задержки заявок на орбите, предложенным 

в главе 4. Для системы со специальным обслуживанием получено необходимое 

условие существования стационарного режима. 

В результате применения метода асимптотически диффузионного анализа 

для каждой модели получен диффузионный процесс, плотность распределения ве-

роятностей значений которого используется в качестве аппроксимации для распре-

деления вероятностей числа заявок на орбите и числа занятых приборов в системе. 

В Главе 6 представлен численный анализ области применимости асимптоти-

ческих результатов в допредельной ситуации, полученных в Главах 1–4. Реализо-

ваны алгоритмы численного получения аппроксимаций и допредельных распреде-

лений для некоторых моделей. Установление области применимости выполнено на 

основе вычисления расстояния Колмогорова между распределениями вероятно-

стей, построенными на основе асимптотических аппроксимаций и допредельными 

распределениями, полученными на основе реализации численных алгоритмов или 

имитационного моделирования.  
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 Потоки событий с произвольным объемом поступаемых требований 

 

 

 

В данной главе представлен анализ моделей потоков поступления информа-

ции. В предложенных моделях в момент наступления события потока поступает 

случайный объем информации, распределение вероятностей которого будем зада-

вать произвольной функцией распределения вероятностей B(x).  

При объемах информации, поступающих в момент наступления события, 

равных единице, мы получаем модели ординарных потоков событий, исследование 

которых представлено в работе [34]. При объемах информации, поступающих в мо-

мент наступления события, равных значению дискретной целочисленной неотри-

цательной случайной величины получаем модели неординарных потоков. 

В данной главе рассматриваются модели ММРР, потока восстановления и по-

лумарковского потоков и решается задача нахождения распределения вероятно-

стей объема информации, поступившей в заявках этих потоков за определенное 

время. 

 Поток восстановления с произвольным объемом поступающих 

требований 

Рассмотрим поток восстановления, который характеризуется двумя функци-

ями распределения A1(x) и A(x) – длин первого интервала и интервалов между мо-

ментами наступления его событий и функцией распределения B(x) объема инфор-

мации в одной заявке.  

Обозначим S(t) – суммарный объем информации, поступающий за время t в 

потоке восстановления. Ставится задача нахождения распределения вероятностей 

значений процесса S(t). 

Обозначим  tz  – длину интервала от текущего момента времени t  до мо-

мента наступления следующего события в потоке восстановления (остаточную 

длину текущего интервала) и рассмотрим двумерный процесс {S(t), z(t)}. Данный 
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процесс является марковским, что позволяет для его исследования применить тео-

рии двумерных марковских процессов. Для это рассмотрим функцию  

 ( , , ) ( ) , ( )P s z t P S t s z t z    

и запишем для нее равенство  

( , , )P s z t t t     

   
0

( , , ) ( , , ) ( ) ( , , ) ( )

s

P s z t P s t t A z P s x t t dB x o t        , 

из которого для распределения вероятностей P(s, z, t) получим уравнение 

0

( , , ) ( , , ) ( ,0, ) ( ,0, )
( ) ( )

s
P s z t P s z t P s t P s x t

A z dB x
t z z z

    
  

    ,  (1.1) 

здесь 
0

( ,0, ) ( , , )

z

P s t P s z t

z z 

 


 
. 

Введем частичную характеристическую функцию объема информации, по-

ступившей за время t в заявках рассматриваемого потока восстановления в виде 

0

( , , ) ( , , )jus

sH u z t e d P s z t



  . 

Здесь 1j   . Уравнение (1.1) перепишем для функции H(u, z, t) 

 *( , , ) ( , , ) ( ,0, )
1 ( ) ( )

H u z t H u z t H u t
A z B u

t z z

  
  

  
.     (1.2) 

Здесь 
0

( ,0, ) ( , , )

z

H u t H u z t

z z 

 


 
, функция *

0

( ) ( )juxB u e dB x



   – характеристическая 

функция объема информации в одной заявке потока восстановления. Начальное 

условие для этого уравнения имеет вид 1( , ,0) ( )H u z A z . 

Уравнение (1.2) и начальное условие 1( , ,0) ( )H u z A z  перепишем в виде за-

дачи 

 *( , , ) ( , , ) ( ,0, )
( ) ( ) 1

H u z t H u z t H u t
A z B u

t z z

  
  

  
, 

1( , ,0) ( )H u z A z ,           (1.3) 
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которая будет основной в наших дальнейших исследованиях. 

 Характеристическая функция объема информации, поступившей за 

определенное время в потоке восстановления 

Характеристическая функция объема информации, поступившей за время t в 

заявках потока восстановления имеет вид: 

H(u, t) = H(u, ∞ t) = MejuS(t).  

Найдя решение H(u, z, t) задачи (1.3), полагая в нем z → ∞, получим вид характери-

стической функции объема S(t). Докажем следующее утверждение. 

Теорема 1.1 Характеристическая функция H(u, t) = MejuS(t) объема S(t) опре-

деляется равенством  

*
*

1 * *

1 1 1 ( )
( , ) 1 ( )

2 1 ( ) ( )

j te B u
H u t A d

j B u A

  



 
   

    .   (1.4) 

Здесь *

0

( ) ( )j tA e dA t



   , *

1 1

0

( ) ( )j tA e dA t



    – характеристические функции от 

функций A(x) и A1(x) соответственно. 

Доказательство. Решим уравнение задачи (1.3). Для этого запишем систему 

обыкновенных дифференциальных уравнений для характеристических кривых 

 *

( , , )

( ,0, )1 1
( ) ( ) 1

dt dz dH u z t

H u t
A z B u

z

 





. 

Введем обозначения 
( ,0, )

( ,0, )z

H u t
H u t

z

 


. Первый интеграл последней си-

стемы имеет вид t + z = C. Найдем другой первый интеграл, получим 

 *( , , ) ( ) ( ) 1 ( ,0, )zdH u z t A С t B u H u t dt   . Имеем 

 *

0

( , , ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ,0, )

t

zH u z t t z A t z x B u H u x dx       , 

здесь значения функции Φ(y) найдем из начального условия  

1( , ,0) ( ) ( )H u z A z z   , 

тогда  
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1

0

( , , ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ,0, )

t

zH u z t A t z A t z x B u H u x dx      .  (1.5) 

Последнее равенство продифференцируем по z 

  *
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  . 

Положим z = 0, получим для ( ,0, )zH u t  интегральное уравнение  

*
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t

z zH u t A t B u A t x H u x dx     , 

которое для функции ( ,0, )zH u t  является интегральным уравнением в свертках. 

Найдем его решение, применив преобразование Фурье. Обозначив 
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Возьмем обратное преобразование *1
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2
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 от по-

следнего равенства. Найденное выражение для ( ,0, )zH u t  подставим в (1.5), выпол-

нив предельный переход при z →∞, получим 

 *

0

( , ) ( , , ) 1 1 ( ) ( ,0, )

t

zH u t H u t B u H u x dx       

 * *

0

1
1 1 ( ) ( ,0, )

2

t

j x

zB u e H u d dx



 



 
      

 
   

 * *

0

1
1 1 ( ) ( ,0, )

2

t

j x

zB u e dx H u d



 



 
      

  
   



34 

 

 

*
*
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1 ( )

2 1 ( ) ( )

j te B u
A d

j B u A

  



 
   

    . 

Таким образом получили характеристическую функцию объема S(t) в заявках 

потока восстановления в виде выражения 

*
( ) *

1 * *

1 1 1 ( )
( , ) 1 ( )

2 1 ( ) ( )

j t
juS t e B u

H u t Me A d
j B u A

  



 
    

    ,  (1.6) 

совпадающего с (1.4). Теорема доказана. 

Обратное преобразование Фурье от характеристической функции H(u, t) 

определяет плотность f(s, t) распределения вероятностей значений объема S(t) 

1
( , ) ( , )

2

jusf s t e H u t du








 

.      (1.7) 

Для функции распределения F(x, t) = P{S(t) < x} объема S(t) можно записать  

0

1 1
( , ) ( , ) ( , )

2

x juxe
F x t f s t ds H u t du

ju

 




 

  .        (1.8) 

Нахождение значений плотности распределения f(s, t) и функции распреде-

ления F(x, t) по формулам (1.7) и (1.8) требует затрат машинного времени, которое 

не всегда приводит к определенным результатам. При численной реализации (1.7) 

и (1.8) полезной является следующая модификация равенства (1.4). 

Следствие 1.1 Характеристическую функцию H(u, t) = MejuS(t) объема S(t) 

можно записать в виде  

 * ( 1) ( )

1 1

1

( , ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
m

m m

m

H u t A t B u A t A t A t






       ,      (1.9) 

здесь A(m)(t) – m-кратная свертка функций распределения A(t), при этом 0-кратная 

свертка A(0)(t) ≡ 1. 

Доказательство. В силу равенства (1.4) и суммы геометрической прогрессии 

можно записать 

     * * * *

1

0

1 1
( , ) 1 ( ) 1 ( ) ( ) ( )

2

j t
m m

m

e
H u t A B u A B u d

j
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1

* * * * *

1

0 1

1 1
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2

j t
m m m m

m m

e
A A B u A B u d
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*

1

1 1
1 ( )

2

j te
A d
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      1
* * * *

1

1

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

2

j t
m m m

m

e
A B u A A d
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 * ( 1) ( )

1 1

1

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
m

m m

m

A t B u A t A t A t






      , 

что совпадает с (1.9). Следствие доказано. 

Следствие 1.2 Функция распределения F(x, t) = P{S(t) < x} объема S(t) имеет 

вид  

( 1) ( ) ( )

1 1

1

( , ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m m m

m

F x t A t A t A t A t B x






      ,  (1.10) 

здесь B(m)(t) – m-кратная свертка функций распределения B(x). 

Доказательство. Подставляя (1.9) в (1.8), получим равенство 

 * ( 1) ( )

1 1

1

1 1
( , ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

jux
m

m m

m

e
F x t A t B u A t A t A t du

ju

  




  
         

  

 ( 1) ( ) *

1 1

1

1 1
1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

jux
m

m m

m

e
A t A t A t A t B u du

ju

 


 


       

   

( 1) ( ) ( )

1 1

1

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m m m

m

A t A t A t A t B x






      , 

которое совпадает с (1.10). Следствие доказано. 

В равенствах (1.4), (1.9) и (1.10) записаны явные выражения для характери-

стической функции и функции распределения объема S(t). 

Математическое ожидание объема информации, поступившей в заяв-

ках потока восстановления за определенное время. Вернемся к уравнению за-

дачи (1.3) 

 *( , , ) ( , , ) ( ,0, )
( ) ( ) 1

H u z t H u z t H u t
A z B u

t z z

  
  

  
,    (1.11) 
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в котором устремим z → ∞, обозначив H(u, t) = H(u, ∞ t), получим дополнительное 

уравнение, которое нам потребуется ниже 

 *( , ) ( ,0, )
( ) 1

H u t H u t
B u

t z

 
 

 
. 

Рассмотрим систему  

 *( , , ) ( , , ) ( ,0, )
( ) ( ) 1

H u z t H u z t H u t
A z B u

t z z

  
  

  
, 

 *( , ) ( ,0, )
( ) 1

H u t H u t
B u

t z

 
 

 
,        (1.12) 

в предельном условии растущего времени наблюдения за потоком. Для начала 

найдем стационарное распределение вероятностей процесса z(t). 

Лемма 1.1 Стационарное распределение вероятностей R(z) процесса z(t) 

имеет вид: 

 
1 0

1
( ) 1 ( ) ,

z

R z A x dx
a

           (1.13) 

где A(x) – функция распределения длин интервалов между моментами наступления 

событий в потоке восстановления, a1 – средняя длина интервала между момен-

тами наступления событий в потоке восстановления. 

Доказательство. В силу определения частичной характеристической функ-

ции 
0

( , , ) ( , , )jus

sH u z t e d P s z t



   определим функцию R(z) стационарного распределе-

ния вероятностей значений процесса z(t)  

0

( ) (0, , ) ( , , )sR z H z t d P s z t



   .        (1.14) 

полагая в первом уравнении системы (1.12) u = 0, учитывая, что функция (0, , )H z t  

не зависит от t, так как процесс z(t) стационарный, получим уравнение для нахож-

дения функции R(z) 

 ( ) 1 ( ) (0)R z A z R   , 

поэтому R(z) можно записать в виде интеграла: 
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0

( ) (0) 1 ( )

z

R z R A x dx  .    (1.15) 

Чтобы найти (0)R , рассмотрим (1.15) при z → ∞ 

  1

0

1 lim ( ) (0) 1 ( ) (0)
z

R z R A x dx R a




      , 

тогда имеем 

1

1
(0)R

a
  ,      (1.16) 

где a1 – средняя длина интервала между моментами наступления событий в потоке 

восстановления. Полученное выражение (1.16) подставим в (1.15), имеем 

 
1 0

1
( ) 1 ( ) .

z

R z A x dx
a

       (1.17) 

Данное равенство (1.17) совпадает с (1.13). Лемма доказана. 

Лемма 1.2 Математическое ожидание объема S(t) информации, поступив-

ших в заявках потока восстановления за время t определяется равенством 

1

1

1   ( )MS t t
b

t
a

  ,        (1.18) 

обозначив  

1

1

1

b

a
  . 

Здесь величина b1 – средний объем информации, поступившей в одной заявке. 

Доказательство. Характеристическая функция H(u, t) является решением за-

дачи Коши (1.3). Дифференцируя по u в нуле задачу (1.3)  

 
2 2 2

* *( , , ) ( , , ) ( ,0, ) ( ,0, )
( ) ( ) 1 ( ) ( )

H u z t H u z t H u t H u t
A z B u A z B u

t u z u z u z

       
      

, 

( , ,0)
0

H u z

u





.     (1.19) 

для функций 1

0

( , , )
( , )

u

H u z t
jm z t

u 





, получим систему: 
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 1 1 1
1

( , ) ( , ) (0, )
( ) 1 (0) ( )

m z t m z t m t
A z b R A z

t z z

  
   

  
, 

1( ,0) 0m z  . 

В последней системе устремим z → ∞, получим уравнение, которое определяет 

первый начальный момент m1(t) = m1(∞, t) объема информации, поступивших в за-

явках потока восстановления за время t 

1
1

( )
(0)

dm t
b R

dt
 , 

решая которое, с учетом (1.16), получим выражение для математического ожида-

ния процесса S(t) 

1
1 1 1

1

( ) (0)
b

m t b R t t t
a

    .     (1.20) 

Таким образом, получили равенство, которое совпадает с (1.18). Лемма доказана. 

Асимптотическое распределение вероятностей значений объема инфор-

мации, поступившей в заявках потока восстановления. Достаточно простое вы-

ражение для распределения вероятностей значений объема S(t) получается в пре-

дельном условии растущего времени t. Равенство  

t = τT, 

где τ ≥ 0, а T – бесконечно большой параметр, будем называть предельным усло-

вием растущего времени, определяющее зависимость времени t  от «медленного 

времени»  , так как для любого фиксированного значения 0  значение t  неогра-

ниченно возрастает [34]. 

Все рассмотренные асимптотики в этой главе будут реализованы в условии 

растущего времени наблюдения за потоком. 

Рассмотрим частичные характеристические функции  

    1

1 , , , , ju tH u z t H u z t e  , 

то есть H1(u, z, t) является характеристической функцией центрированного случай-

ного процесса S(t) – κ1t, для которого математическое ожидание равно нулю. В си-

стеме (1.12) выполним замену  
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1

1( , , ) ( , , )ju tH u z t e H u z t .    (1.21) 

Для функции H1(u, z, t), получим 

 *1 1 1
1 1

( , , ) ( , , ) ( ,0, )
( , , ) ( ) ( ) 1

H u z t H u z t H u t
ju H u z t A z B u

t z z

  
    

  
, 

 *1 1
1 1

( , ) ( ,0, )
( , ) ( ) 1

H u t H u t
ju H u t B u

t z

 
   

 
.   (1.22) 

Обозначим 
21

T
  , здесь   – малый положительный параметр [34], в системе 

(1.22) выполним замены  

t = Tτ = 
2




, u = εw, H1(u, z, t) = F1(w, z, τ, ε),         (1.23) 

Первая замена в (1.23) при ε → 0 определяет асимптотическое условие растущего 

времени наблюдения за потоком, при выполнении которого возрастают не только 

значения процесса S(t), но также возрастают и значения центрированного процесса        

S(t) – κ1t. Для компенсации этого возрастания выполняется вторая замена в (1.23) 

u = εw, которая эквивалентна рассмотрению класса процессов 

  1 12 2
S t t S

    
        

   
, 

для которых ниже будет показана сходимость по распределению при 0 . Отме-

тим, что асимптотика второго порядка рассматриваемого метода асимптотического 

анализа аналогична центральной предельной теореме теории вероятностей. 

Получим систему  

2 1 1
1

1

( , , , )
( , , , )

F w z b
j w F w z

a

  
     


 

 *1 1( , , , ) ( ,0, , )
1 ( ) ( )

F w z F w
A z B w

z z

     
   

 
, 

 2 *1 1 1
1

1

( , , ) ( ,0, , )
( , , ) ( ) 1

F w b F w
j w F w B w

a z

     
       

 
.          (1.24) 
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Решение F1(w, z, τ, ε) будем искать в классе функций, для которых суще-

ствует конечный предел при ε → 0 1 1
0

lim ( , , , ) ( , , )F w z F w z


     и ее производных по 

  и по z  

1 1 1 1

0 0

( , , , ) ( , , ) ( , , , ) ( , , )
lim , lim

F w z F w z F w z F w z

z z 

         
 

   
, 

1 1

0

( ,0, , ) ( ,0, )
lim

F w F w

z z

    


 
. 

Докажем следующую теорему. 

Теорема 1.2 Асимптотическое решение 1 1
0

( , , ) lim ( , , , )F w z F w z


     системы 

(1.24) в предельном условии растущего времени наблюдения имеет вид 

 
2

1 2( , , ) ( )exp
2

jw
F w z R z

  
    

  

,          (1.25) 

где функция R(z) – функция стационарного распределения вероятностей значений 

процесса z(t), которая определена в Лемме 1.1 равенством (1.13), а величина κ2 

определяется равенством 

   2 2 2 2

1 2 1 1 2 1

2 3

1

a b b b a a

a

  
  .          (1.26) 

Здесь a1, a2, b1, b2 – первые и вторые моменты функций распределения вероятно-

стей A(x) и B(x) соответственно. 

Доказательство. Перейдем к пределу при ε → 0 в первом уравнении си-

стемы (1.24) и получим уравнение, которое имеет такой же вид, как и уравнение 

для нахождения функции R(z) из леммы 1.1  

 ( ) 1 ( ) (0)R z A z R   , 

Тогда функция F1(w, z, τ) может быть представлена в виде: 

F1(w, z, τ) = R(z)Φ(w, τ),     (1.27) 

где Φ(w, τ) – некоторая функция, удовлетворяющая начальному условию 

Φ(w, 0) = 1.  
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Решение F1(w, z, τ, ε) первого уравнения системы (1.24) запишем в виде раз-

ложения: 

   2

1( , , , ) ( , ) ( ) ( )F w z w R z j wf z O        ,   (1.28) 

f(z) – некоторая функция от переменной z, тогда, подставляя это выражение в пер-

вое уравнение системы (1.24), получим: 

  1
1

1

( ) ( ) ( ) (0) 1 ( ) 1
b

j w R z R z j wf z R A z j wb
a

            

   2(0) 1 ( )j wf A z O     . 

Последнее равенство при ε → 0 перепишем в виде: 

    1

1

( ) (0) 1 ( ) ( ) ( )
b

f z f A z R z A z
a

     .        (1.29) 

Общее решение f(z) этого дифференциального уравнения запишем в виде 

суммы 

( ) ( ) ( )f z СR z g z  ,     (1.30) 

где g(z) – частное решение неоднородного уравнения (1.29), а СR(z) – общее реше-

ние однородного уравнения. Здесь С – произвольная константа. Решение (1.30) 

подставим в (1.29), получим уравнение для функции g(z): 

   1

1

( ) (0) 1 ( ) ( ) ( )
b

g z g A z R z A z
a

     .   (1.31) 

Так как g(z) в силу (1.30) является частным решением уравнения (1.29), то 

будем полагать, что оно удовлетворяет дополнительному условию g(∞) = 0. В урав-

нении (1.31) перейдем к пределу при z → ∞, получим: 

   1

10 0

( ) (0) 1 ( ) ( ) ( )
b

g g A z dz A z R z dz
a

 

      . 

Учитывая дополнительное условие g(∞) = 0, из последнего равенства запи-

шем: 

 
2

1 1 2 1 2 1
12 2 2

1 1 1 1 10

2
(0) 1 ( ) (1 ( ))

2 2

b b a b a a
g R z A z dz a

a a a a a

   
         

 
 .   (1.32) 

Здесь a2 – второй начальный момент функции распределения A(x). 
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Теперь рассмотрим второе уравнение системы (1.24), в которое подставим 

разложение (1.28), обозначив f(∞) = f, получим равенство: 

 2 1

1

( , )
( , ) 1

w b
j w w j wf

a

 
       


 

 
 

2

3

1 2 1( , ) (0) (0)( )
2

j w
w R j wb b j wf j wb O

   
             

    

, 

тогда 

 
 

 
2

2 21 2
1

1 1

( , )
( , ) ( , ) (0)

2

jww b b
jw w f w jw b f

a a

    
      

   

. 

Здесь в силу (1.20) и (1.30) можно записать: 

 
 

 
2

2 21 2
1

1 1 1

( , ) 1
( , ) ( , ) (0)

2

jww b b
jw w С w jw b С g

a a a

     
        

    

, 

откуда получим дифференциальное уравнение относительно неизвестной функции 

Φ(w, τ): 

 
2

2
1

1

( , )
( , ) 2 (0)

2

jww b
w b g

a

  
    

  
. 

Учитывая (1.32), введем обозначение  

   2 2 2 22 2
1 2 1 1 2 12 1 2 1

2 2 3

1 1 1 1

2 a b b b a ab b a a

a a a a

  
     ,  (1.33) 

равенство (1.33) совпадает с (1.26). Тогда получим 

 
2

2( , ) exp
2

jw
w

  
     

  

.  

Отсюда в силу (1.27) имеем (1.25). Теорема доказана. 

Возвращаясь к функции H(u, z, t), в силу замен (1.21) и (1.23) можно записать 

2,
u

w t   


, поэтому для функции H(u, z, t) получим приближенное равенство 

 
2

1 2( , , ) ( )exp
2

ju
H u z t R z ju t t

  
    

  

. 
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Обозначим характеристическую функцию ( , ) lim ( , , )
z

h u t H u z t


  объема S(t) инфор-

мации, поступившей в заявках потока восстановления. Получим при достаточно 

больших t характеристическую функцию 

 
2

1 2( , ) exp
2

ju
h u t ju t t

  
    

  

. 

Найденное предельное распределение вероятностей позволяет предложить 

гауссовскую аппроксимацию с математическим ожиданием κ1t и дисперсией κ2t для 

функции распределения F(x, t) = P{S(t) < x} объемов S(t) информации, поступив-

ших в заявках потока восстановления. Отметим тот факт, что математическое ожи-

дание κ1t объема информации, поступившей в заявках потока восстановления за 

определенное время найдено допредельно. 

 ММPР-поток с произвольным объемом поступаемых требований 

ММРР является частным случаем MAP, который имеет широкое применение 

для моделирования потокового трафика информации в спутниковых, компьютер-

ных, беспроводных и мобильных сетях связи. Это один из видов коррелированных 

потоков событий. Основные вопросы применения и анализа MAP-потоков пред-

ставлены в [65, 66].  

В работе [39] представлены два эквивалентных способа задания MAP: клас-

сический способ задания MAP-потока, согласно определению Д. Лукантони и 

М. Ньютса, и эквивалентный способ задания МАР-потока, который предложил 

Кокс. В научных публикация томской школы по теории массового обслуживания 

применяется эквивалентный способ задания MAP-потока и его частных случаев 

[35, 36]. 

Рассмотрим ММРР-поток, заданный генератором Q = [qvm] инфинитезималь-

ных характеристик цепи Маркова m(t) = 0, 1,…, M с непрерывным временем, 

управляющей потоком; диагональной матрицей Λ условных интенсивностей λm 

наступления событий в m-ом состоянии ММРР-потока, когда его управляющая 
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цепь m(t) принимает значение 0,m M . Процесс m(t) называется управляющей це-

пью Маркова для рассматриваемого MМРP-потока. Состояния управляющего про-

цесса m(t) также будем называть состояниями ММРР-потока.  

В момент наступления события потока поступает случайный объем инфор-

мации, распределение вероятностей которого задан функцией распределения B(x) 

объема информации в каждой заявке ММРР-потока.  

Обозначим S(t) – суммарный объем информации, поступившей за время t в 

заявках ММРР-потока. Ставится задача исследования суммарного объема S(t).  

Обозначим распределение вероятностей  

 ( , ) ( ) , ( )mP s t P m t m S t s   , 0,m M .    (1.34) 

Двумерный случайный процесс {m(t), S(t)} является марковским, что позво-

ляет для распределения вероятностей (1.34) получить систему дифференциальных 

уравнений Колмогорова: 

00

( , )
( , ) ( , ) ( ) ( , )

s M
m

m m m m v vm

v

P s t
P s t P s x t dB x P s t q

t 


     


 .     (1.35) 

Введем частичные характеристические функции: 

0

( , ) ( , ), 0, .jus

m s mH u t e d P s t m M



   

Систему (1.35) перепишем в виде: 

 *

0

( , )
( ) 1 ( , ) ( , )

M
m

m m v vm

v

H u t
B u H u t H u t q

t 


   


 .  (1.36) 

Здесь *

0

( ) ( )juxB u e dB x



   – характеристическая функция объема информации в од-

ной заявке ММРР-потока. Обозначим вектор-строку 

 1 2( , ) ( , ), ( , ),...u t H u t H u tH , 

тогда систему уравнений (1.35) перепишем в виде 

  *( , )
( , ) ( ) 1

u t
u t B u

t


  



H
H Q Λ .   (1.37) 

Обозначив  
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H(0, t) = r,                (1.38) 

где r – вектор-строка стационарного распределения вероятностей значений марков-

ского процесса m(t), из (1.37) при u = 0 получим систему уравнений, которая сов-

местно с условием нормировки однозначно определяют вектор r 

rQ = 0, re = 1.        (1.39) 

Здесь е – единичный вектор столбец. Получим задачу Коши в виде: 

  *( , )
( , ) ( ) 1

u t
u t B u

t


  



H
H Q Λ , 

H(0, t) = r,             (1.40) 

решение которой, применяя метод матричной экспоненты, запишем в виде: 

  *( , ) exp ( ) 1u t B u t   
 

H r Q Λ . 

Из двумерного распределения, определяемого векторной характеристиче-

ской функцией Н(u, t), применяя условие согласованности, получим одномерное 

распределение в виде скалярной характеристической функции 

  ( ) *( , ) exp ( ) 1juS tu t Me B u t    
 

H e r Q Λ e .   (1.41) 

Обратное преобразование Фурье вида: 

1 1
( , ) ( , )

2

juse
F s t u t du

ju

 






 
H e , 

однозначно определяет функцию распределения F(s, t) = P{S(t) < s} суммарного 

объема S(t) информации, поступившей за время t в заявках ММРР-потока.  

Нахождение значений функции распределения F(x, t) требует затрат машин-

ного времени, которое не всегда приводит к определенным результатам. Поэтому 

получим простое выражение для распределения вероятностей значений объема S(t) 

информации, поступившей за время t в заявках ММРР-потока. 

Умножив матричное уравнение (1.37) на единичный вектор-столбец е, полу-

чим систему 

  *( , )
( , ) ( ) 1

u t
u t B u

t


  



H
H Q Λ , 
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 *( , )
( , ) ( ) 1

u t
u t B u

t


 



H
e H Λe ,          (1.42) 

которая будет основной в дальнейших исследованиях. Для начала найдем матема-

тическое ожидание объема S(t) информации, поступивших в заявках ММРР-по-

тока.  

Лемма 1.3 Математическое ожидание объема S(t) информации, поступив-

ших в заявках ММРР-потока за время t определяется равенством 

MS(t) = b1rΛet = κ1t .       (1.43) 

b1 – первый момент функции распределения вероятностей B(x), величина 

κ1 = b1rΛet. 

Доказательство. Векторная характеристическая функция H(u, t) является ре-

шением задачи Коши (1.40), где вектор r является решением системы (1.39). Диф-

ференцируя по u в нуле равенства задачи (1.40) для векторного момента m1(t), по-

лучим задачу: 

1 1 1( ) ( )t t b  m m Q rΛ , 

1(0) 0m .              (1.44) 

Скалярный момент первого порядка m1(t)e, то в силу (1.44) получим 

 1 1( )t b m e rΛe , 

1(0) 0m e , 

откуда следует, что   

1 1 1( )t b t t  m e rΛe .     (1.45) 

Таким образом, получили равенство (1.43). Лемма доказана. 

Асимптотический анализ объема информации, поступившей в заявках 

MMPP-потока в предельном условии растущего времени наблюдения. Рас-

смотрим систему (1.42) в предельном условии растущего времени наблюдения за 

потоком, которое характеризуется заменой t = τT, где T – неограниченно возраста-

ющий параметр.  

В системе (1.42) выполним замену  
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1 (1)( , ) ( , )ju tu t e u tH H .           (1.46) 

Получим систему уравнений: 

  
(1)

(1) (1) *

1

( , )
( , ) ( , ) ( ) 1

u t
ju u t u t B u

t


    



H
H H Q Λ , 

 
(1)

(1) *

1

( , )
( , ) ( , ) ( ) 1

u t
ju u t u t B u

t


   



H
e H e H Λe .           (1.47) 

Обозначим 21

T
  , в системе (1.47) выполним замены  

τ = ε2t, u = εw, (1) (1)( , ) ( , , )u t w  H F    (1.48) 

получим 

  
(1)

2 (1) (1) *

1

( , , )
( , , ) ( , , ) ( ) 1

w
j w w w B w

  
           



F
F F Q Λ , 

 
(1)

2 (1) (1) *

1

( , , )
( , , ) ( , , ) ( ) 1

w
j w w w B w

  
          



F
e F e F Λe .         (1.49) 

Решение F(1)(w, τ, ε) будем искать в классе вектор-функций, для которых су-

ществует конечный предел при ε → 0 
(1) (1)

0
lim ( , , ) ( , )w w


   F F  и производной по   

(1) (1)

0

( , , ) ( , )
lim

w w



    


 

F F
. 

Теорема 1.3 Асимптотическое решение (1) (1)

0
( , , ) lim ( , , , )w z w z


   F F  си-

стемы (1.49) в предельном условии растущего времени наблюдения имеет вид 

 
2

(1)

2( , ) exp
2

jw
w

  
    

  

F r ,       (1.50) 

где вектор r является решением системы уравнений (1.39), а величина κ2 опреде-

ляется равенством 

2 1 22b b  gΛe rΛe .          (1.51) 

Здесь вектор-строка g является решением системы уравнений: 

 1 1b  gQ r I Λ , 

gе = 0,           (1.52) 
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где I – единичная матрица, b1, b2 – первый и второй моменты функции распреде-

ления вероятностей B(x). 

Доказательство. Перейдем к пределу при ε → 0 в первом уравнении си-

стемы (1.49), учитывая, что B*(0) = 1, получим матричное уравнение: 

(1)( , ) 0w  F Q , 

которое имеет такой же вид, как и уравнение для нахождения вектора r, тогда век-

тор F(1)(w, τ) может быть представлена в виде: 

F(1)(w, τ) = Φ(w, τ)r,          (1.53) 

где Φ(w, τ) – некоторая скалярная функция, удовлетворяющая условию Φ(w, 0) = 1. 

Решение (1)( , , )w  F  первого уравнения системы (1.49) запишем в виде разло-

жения: 

   (1) 2( , , ) ( , )w w j w O       F r f ,     (1.54) 

где f – некоторый вектор. Подставив разложение (1.54) в первое уравнение си-

стемы (1.49), имеем 

   2

1 1j w j wb j w O        r r Q Λ fQ . 

Последнее равенство перепишем в виде: 

 1 1b  fQ r I Λ ,          (1.55) 

Общее решение f этого уравнения запишем в виде суммы 

f = Cr + g,              (1.56) 

здесь вектор-строка g – частное решение неоднородной системы, Cr – общее реше-

ние однородной системы fQ = 0, где C – некоторая константа. Решение (1.56) под-

ставим в (1.55), получим уравнение для вектор-строки g: 

 1 1b  gQ r I Λ .          (1.57) 

Будем полагать, что решение матричного уравнения (1.57) удовлетворяет до-

полнительному условию gе = 0. Таким образом, вектор g определяется системой 

 1 1b  gQ r I Λ , 

gе = 0.   (1.58) 

Система (1.58) совпадает с (1.49).  
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Теперь рассмотрим второе уравнение системы (1.49), в которое подставим 

разложение (1.54), получим равенство: 

 2

1

( , )
( , ) 1

w
j w w j w

 
        


fe  

 
 

 
2

3

1 2( , )
2

j w
w j w j wb b O

 
         

 
 

r f Λe , 

тогда, в результате несложных преобразований, получим следующее дифференци-

альное уравнение относительно функции Φ(w, t): 

   
 

2

2 2

1 1 2

( , )
( , ) ( , )

2

jww
jw w w jw b b

  
       

 
 

fe f r Λe , 

откуда получим 

 
 

 
2

2

1 1 2

( , )
( , ) ( , ) 2

2

jww
jw w w b b

 
       


fe fΛe rΛe .  (1.59) 

В скалярное уравнение (1.59) подставим решение (1.56), имеем 

   
2

1

( , )
( , )

w
jw w С

 
     


r g e  

 
  

2

1 2( , ) 2
2

jw
w b С b    r g Λe rΛe . 

Последнее равенство с учетом равенств (1.45) и re = 1, ge = 0, перепишем в виде: 

 
 

2

1 2

( , )
( , ) 2

2

jww
w b b

 
   


gΛe rΛe . 

Введем обозначение  

2 1 22b b  gΛe rΛe ,            (1.60) 

равенство (1.60) совпадает с (1.51). Тогда получим 

 
2

2( , ) exp
2

jw
w

  
     

  

. 

В силу (1.53) получим (1.50). Теорема доказана. 
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Возвращаясь к вектор-функции H(u, t), в силу замен (1.46) и (1.48) можно за-

писать 2,
u

w t   


, поэтому для вектора-функции H(u, t) получим приближенное 

равенство 

 
2

1 2( , ) exp
2

ju
u t ju t t

  
    

  

H r . 

Обозначим характеристическую функцию ( , ) ( , )h u t u tH e  объема S(t) информа-

ции, поступившей в заявках ММРР-потока. Получим предельную при достаточно 

больших t характеристическую функцию 

 
2

1 2( , ) exp
2

ju
h u t ju t t

  
    

  

. 

Таким образом получили, что распределение вероятностей суммарного объ-

ема информации, поступившей за время t в заявках ММРР-потока, можно аппрок-

симировать нормальным распределением с математическим ожиданием κ1t и дис-

персией κ2t, причем математическое ожидание κ1t найдено допредельно. 

 Полумарковский поток с произвольным объемом поступающих 

требований 

Рассмотрим полумарковский поток однородных событий, который задан сле-

дующим образом. Пусть задан стационарный двумерный марковский процесс 

{ξ(n), τ(n)} с дискретным временем n, где ξ(n) – дискретная компонента, τ(n) – не-

прерывная компонента, принимающая неотрицательные значения. Будем полагать, 

что эволюция процесса определяется элементами полумарковской матрицы A(x), 

элементы Akv(x) которой имеют вид 

( ) { ( 1) , ( 1) | ( ) }kvA x P n v n x n k         .        (1.61) 

Последовательность моментов времени t0, t1, …, tn, …, определяемая рекур-

рентным выражением 11   nnn tt  для n = 0, 1, …, называется полумарковским 

потоком событий, заданным полумарковской матрицей A(x). Процесс ξn = ξ(tn) 
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называют вложенной в полумарковский поток цепью Маркова. Учтем, что имеет 

место следующее равенство: 

P = A(∞),      (1.62) 

где P – матрица вероятностей переходов вложенной цепи Маркова ξ(tn) по момен-

там изменения состояний полумарковского процесса. Состояния полумарковского 

процесса также будем называть состояниями полумарковского потока. 

Обозначим k(t) – полумарковский случайный процесс, значения которого на 

каждом из интервалов [tn, tn+1), n = 0, 1, … постоянны и равны ξn+1:  

 k(t) = ξ(n + 1), когда tn < t ≤ tn+1 = tn + τ(n+1). (1.63) 

Обозначим S(t) – суммарный объем информации, поступающий за время t в 

полумарковском потоке. Ставится задача нахождения распределения вероятностей 

значений процесса S(t). 

Обозначим  tz  – длину интервала от текущего момента времени t  до мо-

мента наступления следующего события в полумарковском потоке (остаточную 

длину текущего интервала) и рассмотрим трехмерный процесс {k(t), S(t), z(t)}. 

Трехмерный случайный процесс {k(t), S(t), z(t)} является марковским, что 

позволяет для его исследования применить теории марковских процессов. Для это 

рассмотрим функцию  

 ( , , ) ( ) , ( ) , ( )kP s z t P k t k S t s z t z     

и запишем для нее равенство  

( , , )kP s z t t t      

   
0

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( ) ( )

sK

k k k vk

v

P s z t P s t t P s x t t dB x A z o t        , 

из которого для распределения Pk(s, z, t) получим уравнение: 

0

( , , ) ( , , ) ( ,0, ) ( ,0, )
( ) ( )

sK
k k k k

vk

v

P s z t P s z t P s t P s x t
dB x A z

t z z z

    
  

   
 ,   (1.64) 

здесь 
0

( ,0, ) ( , , )k k

z

P s t P s z t

z z 

 


 
. 

Введем частичные характеристические функции: 
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0

( , , ) ( , , )jus

k s kH u z t e d P s z t



  .      (1.65) 

Обозначим векторную характеристическую функцию  

H(u, z, t) = {H1(u, z, t), H2(u, z, t), …, HK(u, z, t)},   (1.66) 

единичную матрицу I, единичный вектор столбец е. Уравнение (1.64) для вектор-

функции H(u, z, t), добавив к нему предельное уравнение при z → ∞, перепишем в 

виде: 

 *( , , ) ( , , ) ( ,0, )
( ) ( )

u z t u z t u t
z B u

t z z

  
  

  

H H H
I A , 

 *( , ) ( ,0, )
( ) 1

u t u t
B u

t z

 
 

 

H H
e e ,          (1.67) 

где 
*

0

( ) ( )juxB u e dB x



   – характеристическая функция объема информации в одной 

заявке полумарковского потока, вектор H(u, t) = H(u, ∞, t). Систему уравнений 

(1.67) мы будем решать асимптотическим методом.  

Определим вектор R(z), компоненты которого имеют смысл стационарного 

распределения вероятностей 

( , ) { ( ) , ( ) }R k z P k t k z t z          (1.68) 

двумерного случайного процесса {k(t), z(t)}. Докажем лемму. 

Лемма 1.4 Стационарное распределение вероятностей R(z) двумерного про-

цесса {k(t), z(t)} имеет вид:  

 
0

( ) (0) ( )

z

z x dx R R I A .    (1.69) 

Здесь  

1

(0) 
r

rA
R

e
,     (1.70) 

где r – стационарное распределение вероятностей значений вложенной цепи Мар-

кова, которое является решением системы: 

r = rP, re = 1,          (1.71) 
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где lim ( )
z

z


P A  – стохастическая матрица вероятностей переходов вложенной 

цепи Маркова по моментам изменения состояний полумарковского процесса, мат-

рица А1 определяется равенством  1

0

( )x dx



 A P A , A(x) – полумарковская мат-

рица. 

Доказательство. В силу определения частичных характеристических функ-

ций ( , , )kH u z t , компонента R(k, s) вектора R(z) определяется равенством  

( , ) ( , , )kR k z H u z t , 

в котором ( , , )kH u z t  не зависит от t  в силу стационарности двумерного процесса 

{k(t), z(t)}, получим матричное дифференциальное уравнение для вектора R(z): 

 ( ) (0) ( )z z  R R I A ,              (1.72) 

граничное условие, для которого при z → ∞ в силу равенства (1.62) имеет вид: 

(0) (0) R R P , 

которое совпадает с уравнением системы (1.71), тогда  

(0) С R r ,      (1.73) 

где С – некоторая константа, а вектор-строка r - вектор стационарного распределе-

ния вероятностей состояний вложенной цепи Маркова ξ(n). Этот вектор r является 

решением уравнения Колмогорова rP = r, где lim ( )
z

z


P A  – стохастическая мат-

рица, которая определяет вероятности переходов вложенной цепи Маркова. Таким 

образом, решение уравнения (1.72) запишем в виде: 

 
0

( ) (0) ( )

z

z x dx R R I A .    (1.74) 

Пусть R = R(∞) – стационарное распределение значений полумарковского про-

цесса k(t), тогда при z → ∞ из (1.74) с учетом (1.73) получаем: 

    1

0 0

( ) ( ) ( )C x dx C x dx С

 

       R R r I A r P A rA . (1.75) 
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где матрица А1 определяется равенством  1

0

( )x dx



 A P A . 

Умножая левую и правую части равенства (1.75) на единичный вектор-столбец e, 

получим 

1

1
С 

rA e
. 

Подставляя полученное равенство в (1.73), имеем 

1

(0) 
r

rA
R

e
.      (1.76) 

Равенство (1.76) совпадает с (1.70). Лемма доказана. 

Лемма 1.5 Математическое ожидание объема S(t) информации, поступив-

ших в заявках полумарковского потока за время t определяется равенством 

1

1
1 )  (MS t t

b
t 

rA e
,           (1.77) 

Здесь обозначили  

1
1

1

 
b

 
rA e

. 

Доказательство. Векторная характеристическая функция H(u, t) является ре-

шением системы (1.67). Дифференцируя по u в нуле матричное уравнение системы 

(1.67)  

2 2( , , ) ( , , )u z t u z t

t u z u

 
 

   

H H
 

 
2

* *( ,0, ) ( ,0, )
( ) ( ) 1 ( ) ( )

u t u t
z B u z B u

z u z

   
  

H H
A A ,  (1.78) 

для вектор-функции 
1

0

( , , )
( , )

u

u z t
j z t

u 






H
m , получим уравнение 

 1 1 1
1

( , ) ( , ) (0, )
( ) 1 (0) ( )

z t z t t
z b R z

t z z

  
   

  

m m m
A A . 

В последней системе устремим z → ∞, умножим на единичный вектор столбец е, 

получим уравнение, которое определяет первый начальный момент 
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m1(t) = m1(∞, t)е объема информации, поступивших в заявках полумарковского по-

тока за время t 

1
1

( )
(0)

m t
b

t





R е , 

решая которое, с учетом (1.76), получим выражение для математического ожида-

ния процесса S(t) 

1

1
1 1 1( ) (0)

b
m t b t t t   R

rA e
е ,        (1.79) 

где 1
1

1

 
b

 
rA e

. Таким образом, получили равенство, которое совпадает с (1.77). 

Лемма доказана. 

 Исследование допредельной модели полумарковского потока 

Теорема 1.4 Функция распределение вероятностей объема информации, по-

ступившей в заявках полумарковского потока за время t имеет вид 

 0 0

1

( , ) 1 ( ) ( , 1) ( , )n

n

F x t C C B x C B x n B x n




       ,        (1.80) 

здесь B(x, n) – n-кратная свертка функции B(x), величины Cn определяется равен-

ством 

* *1 1
( ) ( )

2

jyt
n

n

e
С y y dy

jy

 




     

eR A ,      (1.81) 

где  

 1

1

* *1
( ) ( )y y

b jy
  
 r

R A I .             (1.82) 

Доказательство. Для исследования допредельной модели полумарковского 

потока рассмотрим первое уравнение системы (1.67). Преобразование Фурье-Сти-

лтьеса  

 
0

, , ( , , )j z

zu t e d u z t



  k H ,    (1.83) 

вектор-функции H(u, z, t) удовлетворяют уравнению 
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 * *( , , ) ( ,0, )
( , , ) ( ) ( )

u t u t
j u t B u

t z

  
      

 

k H
k I A .     (1.84) 

и начальному условию  

  *

0 0

, ,0 ( , ,0) ( ) ( )j z j z

z zu e d u z e d z

 

      k H R R ,  (1.85) 

где 

00 0

( , , ) ( , , ) ( , , )j z j z j z

z z

z

u z t u z t u z t
e d e d e

z z z

 

  



  
  

   
H H H

 

 
( ,0, )

, ,
u t

j u t
z


    



H
k , 

*

0

( ) ( )j zA e dA z



   . 

Решение дифференциально-матричного уравнения (1.84) имеет вид 

 * * *

0

( ,0, )
( , , ) ( ) ( ) ( )

t

j t j u
u t e e B u d

z

  
  

       
 


H

k R I A .          (1.86) 

Здесь 
*

0

( ) ( )juxB u e dB x



  . 

Устремив t  в бесконечность в равенстве (1.86), запишем с одной стороны 

 
0

lim , , ( , , ) 0j z

z
t

u t e d u z






   k H , 

с другой стороны, из равенства (1.86) имеем 

 * * *

0

( ,0, )
0 ( ) ( ) ( )j u

e B u d
z



  
     


H

R I A . 

Получим преобразование Фурье по   от вектор-функции 
( ,0, )u

z

 



H
 

 
1

* * *

0

( ,0, )
( ) ( ) ( )j u

e d B u
z




  
    


H

R I A . 

Выполнив обратное преобразование Фурье, определим 
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1

* * *( ,0, ) 1
( ) ( ) ( )

2

ju
e y y B u dy

z




 



 
 

  
H

R I A . 

Теперь можно равенство (1.86) записать в виде 

 *( , , ) ( )j tu t e    k R  

   
1

* * * * *

0

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

t

j jye e y B u y dy B u d




  



    
   R I A I A . (1.87) 

Зная, что H(u, ∞, t) = H(u, t) = k(u, 0, t), A*(0) = P, * 1

1

1(0)
b


R rA , получим выраже-

ние для функции H(u, t) 

1

1

1( , )u t
b


H rA  

   
1

* * * *

0

1
( ) ( ) ( ) ( )

2

t

jye d y B u y dy B u




 



   
  

R I A I P . 

Тогда 

1

1

1( , )u t
b


H rA  

   
1

* * * *1 1
( ) ( ) ( ) ( )

2

jyte
y B u y dy B u

jy







 

 
R I A I P .      (1.87) 

где функция 

   *

0 0 01 0 1

( ) ( ) ( ) ( )

z

jyz jyz jyz

z zy e d z e d x dx e z dz

  

        
r r

R R I A I A
rA e rA e

 

     
1

0
0 01

1 1
( ) ( ) ( )jyz j z jyz

z
z de z e e d z

jy jy

 






 
         

 
 

r r
I A I A I A

rA e rA e
 

   1

1 1

* *1 1
( ) ( )y y

jy jyb
     



rA e

r r
A I A I . 

Подставляя полученное равенство в (1.87), получим 

1

1

1( , )u t
b


H rA  
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1

* *

2

1

*1 *1 1
( ) ( ) ( ) ( )

2

jyte
y B u y dy

b
B u

y







   





 
r

I A I A I P . (1.88) 

Обозначим характеристическую функцию h(u, t) = H(u, t)e объема информа-

ции, поступившей в заявках полумарковского потока за время t, тогда 

1

1

1( , )h u t
b


 rA e  

    
1

* * *1

1

*

2

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

2

jyte
y B u y dy B u

yb







    



 

r
I A I A I eP  

 
  

*
1

* * *1

1

2

( )1 1
(1 ( ) ) ( )

2

jytB u e
y B u y dy

yb






 
  




 

r I
I A I A e . 

Зная, что 
0

( , ) ( , ) ( , )jush u t u t e P s t ds



  H e , полученное выражение можно запи-

сать в виде 

0

( , ) ( , ) ( , )jush u t u t e P s t ds



  H e  

   
1

* * * *1

1

2

1 1
( ) ( ) 1 (1 ) ( )

2

jyte
y B

b
u B u y dy

y







    




   r I A I A e . 

Тогда плотность распределения вероятностей объема информации, посту-

пившей в заявках полумарковского потока за время t является обратным преобра-

зованием Фурье по переменной u от характеристической функции h(u, t) = H(u, t)e 

имеет вид 

1
( , ) ( , )

2

juxP x t e h u t du








 

. 

Для вычисления данного интеграла требуется значительная машинная мощность, 

поэтому рассмотрим выражение 

1
( , ) ( , )

2

juxP x t e h u t du
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1

* * * *1 1 1
( ) 1 ( ) ( ) ( )

2 2
1

jyt
jux e

e y B u B u y dy du
jy

  




 

 
     

  
  R I A e  

 * * * *

0

1 1 1
( ) 1 ( ) ( ) ( )

2 2
1

jyt
jux n n

n

e
e y B u y B u dy du

jy

   


 

 
    

  
   R A e  

* * * * 1

0

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

2
1

2

jyt
jux n n n

n

e
e y y B u B u dy du

jy

   
 

 

 
        

   eR A  

1

2

juxe du







 
 

 

* * * * 1

0

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

2 2

jyt
jux n n n

n

e
e y y B u B u dy du

jy

   
 

 

 
        

  eR A  

1

2

juxe du







 
 

 

* *1 1 1
( ) 1 ( )

2 2

jyt
jux e

e y B u dy du
jy

  


 

 
        

  R e  

* * * * 1

1

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

2 2

jyt
jux n n n

n

e
e y y B u B u dy du

jy

   
 

 

 
        

  R eA  

1

2

juxe du







 
 

 

*1 1 1
( )

2 2

jyt
jux e

e y dy du
jy

  


 

 
   

  
  R e  

* *1 1 1
( ) ( )

2 2

jyt
jux e

e y B u dy du
jy

  


 

 
   

  
  R e  

* * * 1 *

1

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

2 2

jyt
jux n n n

n

e
e y y B u B u dy du

jy

   
 

 

 
        

  R eA  

*1 1 1
1 ( )

2 2

jyt
juxe

y dy e du
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 eR  
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* *1 1 1
( ) ( )

2 2

jyt
juxe

y dy e B u du
jy

 


 


  

  R e  

* * * 1 *

1

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

2 2

jyt
n jux n n

n

e
y y dy e B u B u du

jy

 
 

  


       

  R A e  

Обозначим 

* *1 1
( ) ( )

2

jyt
n

n

e
С y y dy

jy

 




     

eR A , 

где 

 1

1

* *1
( ) ( )y y

b jy
  
 r

R A I . 

Тогда плотность распределение вероятностей определяется равенством 

  *

0 0

1 1
( , ) 1 ( )

2 2

jux juxP x t C e du C e B u du

 

 

 

    
    

* 1 *

1

1
( ) ( )

2

jux n n

n

n

C e B u B u du


 

 

     
   

   0 0

1

1 ( ) ( ) ( , 1) ( , )n

n

C x C b x C b x n b x n




        .          (1.89) 

Здесь интеграл
1

( )
2

juxe du x







 
 

 равен дельта-функции, b(x) – плотность распре-

деления объема информации в одной заявке. 

Тогда функция распределения объема информации, поступившей в заявках 

полумарковского потока за время t определяется равенством 

 0 0

1

( , ) 1 ( ) ( , 1) ( , )n

n

F x t C C B x C B x n B x n




       , 

которое совпадает с (1.80). Здесь ( ) 1juxe x dx





  . Теорема доказана. 
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 Асимптотическое распределение вероятностей значений объема 

информации, поступившей в заявках полумарковского потока в предельном 

условии растущего времени.  

Получим выражение для распределения вероятностей значений объема S(t) в 

предельном условии растущего времени t. Равенство t = τT, где τ ≥ 0, а 

T – бесконечно большой параметр, будем называть предельным условием расту-

щего времени. 

В системе уравнений (1.67) выполним замену  

1 (1)( , , ) ( , , )ju tu z t e u z tH H .    (1.90) 

Подставив это произведение в систему (1.67), для функции H(1)(u, z, t), получим: 

 
(1) (1) (1)

(1) *

1

( , , ) ( , , ) ( ,0, )
( , , ) ( ) ( )

u z t u z t u t
ju u z t z B u

t z z

  
    

  

H H H
H A I , 

 
(1) (1)

(1) *

1

( , ) ( ,0, )
( , ) ( ) 1

u t u t
ju u t B u

t z

 
   

 

H H
e H e e .        (1.91) 

Обозначим 
21

T
  , в системе (1.91) выполним замены  

2t
t

T
    , u = εw, H(1)(u, z, t) = F(1) (w, z, τ, ε),   (1.92) 

получим 

(1)
2 (1)

1

( , , , )
( , , , )

w z
j w w z

  
      



F
F  

 
(1) (1)

*( , , , ) ( ,0, , )
( ) ( )

w z w
z B w

z z

     
   

 

F F
I A , 

 
(1) (1)

2 (1) *

1

( , , ) ( ,0, , )
( , , ) ( ) 1

w w
ju w B w

z

     
       

 

F F
e F e e . (1.93) 

Решение F(1)(w, z, τ, ε) будем искать в классе вектор-функций, для которых 

существуют конечные пределы 
(1) (1)

0
lim ( , , , ) ( , , )w z w z


   F F  производных по   и 

по z  

(1) (1) (1) (1)

0 0

( , , , ) ( , , ) ( , , , ) ( , , )
lim , lim

w z w z w z w z

z z 

         
 

   

F F F F
, 
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(1) (1)

0

( ,0, , ) ( ,0, )
lim

w w

z z

    


 

F F
. 

Теорема 1.5 Асимптотическое решение 
(1) (1)

0
( , , ) lim ( , , , )w z w z


   F F  си-

стемы (1.93) в предельном условии растущего времени наблюдения имеет вид 

 
2

(1)

2( , , ) ( )exp
2

jw
w z z

  
    

  

F R ,    (1.94) 

где вектор R(z) определяется равенством (1.74), а величина κ2 имеет вид 

1

2
2 12 (0)

b
b    g e

rA e
.        (1.95) 

Здесь b1, b2 – первый и второй моменты функции распределения вероятностей 

B(x), матрица А1 определяется равенством  1

0

( )x dx



 A P A , вектор (0)g  явля-

ется решением неоднородной системы уравнений 

   1(0)    g I P r R , 

 
2

2

1

1
1 1(0)

2

b
b  

rA e

rA e
g A e .    (1.96) 

Здесь r – стационарное распределение вероятностей значений вложенной цепи 

Маркова, для которого выполняются равенства: 

r = rP, re = 1,         (1.97) 

где lim ( )
z

z


P A  – стохастическая матрица вероятностей переходов вложенной 

цепи Маркова по моментам изменения состояний полумарковского процесса. Мат-

рица А2 определяется равенством 

2

2

0

( )
2

x
d x



 A A . 

Вектор R – вектор стационарного распределения вероятностей значений 

полумарковского процесса k(t), который определяется равенством 

1

1


rA

R
rA e

.       (1.98) 
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Доказательство. Перейдем к пределу при ε → 0 в первом уравнении си-

стемы (1.93), учитывая, что B*(0) = 1, получим уравнение: 

 
( , , ) ( ,0, )

( )
w z w

z
z z

   
 

 

F F
I A , 

которое имеет такой же вид, как и уравнение для нахождения вектора R(z), тогда 

вектор F(1)(w, z, τ) может быть представлена в виде: 

F(w, z, τ) = Φ(w, τ)R(z),            (1.99) 

где R(z) – стационарное распределение вероятностей значений двумерного случай-

ного процесса {k(t), z(t)}, которое определяется равенством (1.74). 

Решение F(1)(w, z, τ, ε) первого уравнения системы (1.93) запишем в виде раз-

ложения: 

   (1) 2( , , , ) ( , ) ( ) ( )w z w z j w z O       F R f ,     (1.100) 

подставляя это выражение в первое уравнение системы (1.83) и применяя разложе-

ние в ряд для B*(εw) с точностью до O(ε2), имеем 

  1 1( ) ( ) ( ) (0) ( ) 1j w z z j w z z j wb           R R f R I A  

   2(0) ( )j w z O    f I A . 

Выполнив несложные преобразования, в силу (1.77), последнее равенство при 

ε → 0 перепишем в виде дифференциального уравнения относительно неизвестной 

вектор-функции f(z): 

    1( ) (0) ( ) ( ) ( )z z z z     f f I A R rA .      (1.101) 

Общее решение f(z) этого уравнения запишем в виде суммы 

( ) ( ) ( )z С z z f R g ,      (1.102) 

которое подставим в (1.101), получим уравнение для вектора g(z): 

   1( ) (0) ( ) ( ) ( )z z z z     g g I A R rA .            (1.103) 

Так как g(z) в силу (1.103) является частным решением уравнения (1.102), то 

будем полагать, что оно удовлетворяет дополнительному условию g(∞)e = 0. В 

уравнении (1.103) перейдем к пределу при z → ∞, имеем: 
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   1

0 0

( ) (0) ( ) ( ) ( )z dz z z dz

 

      g g I A rA R . 

В силу необходимого условия сходимости несобственного интеграла с моно-

тонно убывающей подынтегральной функцией, можно записать следующее равен-

ство 

   1(0) 0     g I P r R ,    (1.104) 

где R = R(∞) – вектор стационарного распределения вероятностей значений полу-

марковского процесса k(t), который определяется равенством: 

1

1


rA

R
rA e

.            (1.105) 

Уравнение (1.104) перепишем в виде: 

   1(0)    g I P r R . 

Данная система имеет бесконечно много решений. Для определения един-

ственного решения (0)g  применим дополнительное условие, которое получим из 

равенства: 

    1

0

0 ( ) (0) ( ) ( ) ( )x z z dx



      g e g I A rA R e . 

Так как подынтегральное выражение при z → ∞ равно рулю 

   1(0) 0     g I P r R , 

то можно записать  

      1 1

0

0 ( ) (0) ( ) ( ) ( )x x z dx



          g e g I A r P A R R e  

     1 1

0 0 0

(0) ( ) ( ) ( )x dx x dx x dx

  

          g P A e R R e r P A e  

 1 1 1

0

(0) ( )x dx b



    g A e R R e . 

Здесь, в силу (1.72), интеграл 
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0

0 0

( ) ( ) ( )x dx x x xd x

 


     R R R R R  

   
2

0 0

(0) ( ) (0) ( )
2

x
x x dx x d

 

      R I A R I A  

 
2 2

2
2

100

1
(0) ( ) (0) ( ) (0)

2 2 2 2

x x
x d x

   
       

  


rA
R I A R A R A

rA e
. 

Здесь матрица А2 определяется равенством 

2

2

0

( )
2

x
d x



 A A . Окончательно 

получим систему: 

   1(0)    g I P r R , 

 
2

2

1

1
1 1(0)

2

b
b  

rA e

rA e
g A e .           (1.106) 

Теперь рассмотрим второе уравнение системы (1.93), в которое подставим 

разложение (1.100) и разложение для B*(εw) с точностью до O(ε3), получим равен-

ство: 

 2

1

( , )
( , ) 1

w
j w w j wС

 
        


 

 
 

2

3

1 2 1( , ) (0) (0)( )
2

j w
w j wb b j w j wb O

   
             

    

R f e , 

Тогда при ε → 0 имеем 

 
 

 
2

2 2

1 2 1

( , )
( , ) ( , ) (0) (0)

2

jww
jw w C w b jw b

    
        

   

R f e . 

Здесь в силу (1.79) запишем: 

 
2

1

( , )
( , )

w
jw w С

 
    


 

 
   

2

2

2 1( , ) (0) (0) (0)
2

jw
w b jw b С

  
       

  

R R g e , 
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откуда в силу (1.79) получим 

 
2

2

1

1

( , )
( , ) 2 (0)

2

jww b
w b

  
    

  
e

r
g

A e
. 

Введем обозначение  

1

2
2 12 (0)

b
b    g e

rA e
, 

которое совпадает с (1.95). Тогда получим 

 
2

2( , ) exp
2

jw
w

  
     

  

. 

Откуда в силу (1.99) получим равенство (1.94). Теорема доказана. 

Возвращаясь к вектор-функции H(u, z, t), в силу замен (1.90) и (1.92) можно 

записать 
2,

u
w t   


, поэтому для вектора-функции H(u, z, t) получим равенство 

 
2

1 2( , , ) ( )exp
2

ju
u z t z ju t t

  
    

  

H R . 

Обозначим характеристическую функцию ( , ) lim ( , , )
z

h u t u z t


 H e  объема S(t) инфор-

мации, поступившей в заявках полумарковского потока. Получим предельную при 

достаточно больших t характеристическую функцию 

 
2

1 2( , ) exp
2

ju
h u t ju t t

  
    

  

. 

Найденное предельное распределение вероятностей позволяет предложить 

гауссовскую аппроксимацию для функции распределения F(x, t) = P{S(t) < x} объ-

ема S(t) информации, поступившей в заявках полумарковского потока за время t с 

математическим ожиданием κ1t и дисперсией κ2t, причем математическое ожида-

ние κ1t найдено допредельно. 
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 Область применимости асимптотических результатов для исследования 

потоков с произвольным объемом поступающих требований в допредельной 

ситуации 

В данной главе для потока восстановления равенством (1.4) определена до-

предельная характеристическая функция объема S(t) информации, поступившей в 

заявках потока за время t. Данная функция с помощью обратного преобразования 

Фурье определяет распределение вероятностей объема S(t). Равенством (1.9) эта ха-

рактеристическая функция определена через кратные свертки функций распреде-

лений A(x) и B(x). В равенстве (1.10) записано явное выражение функции распреде-

ления объема S(t).  

Для ММРР-потока определена допредельная характеристическая функция 

суммарного объема информации S(t), поступившей за время t в заявках потока, ко-

торая также, как и для потока восстановления, с помощью обратного преобразова-

ния Фурье определяет распределение вероятностей объема S(t). Однако численная 

реализация полученных формул требует затрат машинного времени и не всегда 

приводит к желаемому результату. 

Для полумарковского потока получены допредельные плотность распределе-

ния и функция распределения объема информации S(t), поступившей за время t в 

заявках потока в виде интегральных формул.  

Достаточно простое выражение для распределения вероятностей значений 

объема S(t) в потоке восстановления, ММРР и полумарковском потоках получается 

в предельном условии растущего времени t. 

Было показано, что распределение вероятностей объема информации, посту-

пившей в заявках предложенных моделей за время t каждого из рассмотренных ти-

пов, может быть аппроксимировано нормальным распределением с математиче-

ским ожиданием κ1t и дисперсией κ2t, где величины κ1 и κ2 вычисляются по форму-

лам, которые приведены в Таблице 1.1 (пояснение обозначений можно найти в со-

ответствующих разделах диссертации). Отметим, что для предложенных моделей 



68 

 

 

получены допредельные математические ожидания κ1t объема информации, посту-

пившей за время t в заявках каждого потока. 

 

Таблица 1.1 – Формулы для вычисления параметров κ1 и κ2 моделей по-

токов событий 

Тип потока Формула  

для параметра κ1 

Формула  

для параметра κ2 

Поток 

восстановления 

1
1

1

b

a
      2 2 2 2

1 2 1 1 2 1

2 3

1

a b b b a a

a

  
   

ММРР 
1 1b  rΛe  2 1 22b b  gΛe rΛe  

Полумарковский 1
1

1

b
 

rA e
 

1

2
2 12 (0)

b
b    g e

rA e
 

 

Точность полученной аппроксимации будем определять с помощью расстоя-

ния Колмогорова. Для вычисления воспользуемся формулой 

0
( ) max ( , ) ( , )app

x
t F x t F x t

 
   .    (1.97) 

Если расстояние Колмогорова Δ(t) принимает значение не более 0.05, то бу-

дем говорить, что аппроксимация вполне приемлема, если Δ(t) ≤ 0.03, то аппрокси-

мацию будем называть достаточно точной, а если Δ(t) ≤ 0.01, то назовем ее сверх-

точной. 

В численных экспериментах для потока восстановления в (1.10) будем пола-

гать A1(x) ≡ A(x), а функции распределения A(x) и B(x) будем выбирать из класса 

гамма-распределений, что существенно облегчает нахождение значений m-

кратных сверток, так как т-кратная свертка гамма-распределения также является 

гамма-распределением с тем же параметром масштаба и параметром формы в т раз 

больше исходного значения параметра гамма распределения.  
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Положим для A(x) параметр формы α1 = 0.5, параметр масштаба β1 = α1, а для 

функции B(x) α2 = 2, β2 = α2. В Таблице 1.2 приведены значения расстояний Δ(t) при 

указанных значениях времени t. 

 

Таблица 1.2 – Расстояние Колмогорова Δ(t) между допредельным и 

асимптотическим распределениями для потока восстановления при 

различных значениях t 

 t = 7 t = 10 t = 20 t = 50 t = 100 t = 200 

Δ(t) 0.077 0.053 0.030 0.018 0.013 0.009 

 

Значения расстояния Δ(t), приведенные в этой таблице говорят о достаточно 

высокой точности предложенной гауссовской аппроксимации. С увеличением зна-

чений времени t точность гауссовской аппроксимации естественно повышается в 

силу предельного условия.  

Для предложенной модели ММРР-потока положим α = 2, β = α, 

*( )B u
ju



 
  

  
 

1 0.4 0.6

0.2 0.5 0.3

0.3 0.4 0.7

 
 

 
 
  

Q ,  

0.462 0 0

0 0.925 0

0 0 1.387

 
 


 
  

Λ . 

Решая систему rQ = 0, re = 1, получим 

r ={0.197, 0.444, 0.359}. 

Найдя значения κ1 и κ2 по формулам (1.43) и (1.51), предварительно решив систему 

(1.52) запишем гауссовскую функцию распределения FN(s, t) с параметрами a = κ1t 

и 2 .t    Для рассматриваемых исходных данных Q, Λ и B*(u) значения κ1 и κ2 

составляют  

κ1 = 1,   κ2 = 1.679. 
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Точность аппроксимации гауссовским распределением FN(s, t) допредель-

ного распределения F(s, t), которое для ММРР-потока в виде обратного преобразо-

вания Фурье от характеристической функции (1.41) так же будем оценивать рас-

стоянием Колмогорова Δ(t) между этими распределениями. В Таблице 1.3 приве-

дены значения величины Δ(t) для указанных значений t.  

 

Таблица 1.3 – Расстояние Колмогорова Δ(t) между допредельным и 

асимптотическим распределениями для ММРР-потока при различных 

значениях t 

 t = 7 t = 10 t = 20 t = 50 t = 100 t = 200 

Δ(t) 0.053 0.041 0.026 0.016 0.012 0.008 

 

Из приведенных табличных данных получим, что при t ≥ 7 предлагаемая ап-

проксимация вполне приемлемая, при t ≥ 20 предлагаемая гауссовская аппрокси-

мация является достаточно точной, а при t ≥ 100 – сверхточная. Сравнение графи-

ков асимптотической Pas и допредельной P плотностей распределения вероятно-

стей суммарного объема информации, поступившей в заявках ММРР-потока за 

время t представлено на рисунках 1.1 – 1.3.  

 

Рисунок 1.1 – Сравнение графиков асимптотической и допредельной плотностей 

распределения вероятностей суммарного объема информации, поступившей в за-

явках ММРР-потока за время t = 10 (аппроксимация вполне приемлемая) 
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Рисунок 1.2 – Сравнение графиков асимптотической и допредельной плотностей 

распределения вероятностей суммарного объема информации, поступившей в за-

явках ММРР-потока за время t = 20 (аппроксимация достаточно точная) 

 

Рисунок 1.3 – Сравнение графиков асимптотической и допредельной плотностей 

распределения вероятностей суммарного объема информации, поступившей в за-

явках ММРР-потока за время t = 200 (аппроксимация сверхточная) 

 

Для полумарковского потока полумарковскую матрицу A(x) определим сле-

дующим образом:  

( ) ( )x xA P G , 
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где « » – произведение Адамара. Матрица P – матрица переходов вложенной цепи 

Маркова ξ(n) и G(x) – матрица условных функций распределений процесса τ(n). 

Матрица P имеет вид 

0.1 0.3 0.6

0.6 0.2 0.2

0.3 0.2 0.5

 
 


 
  

P  

Элементами матрицы G(x) являются функции гамма-распределения с параметрами 

формы и масштаба α11 = β11 = 1, α12 = β12 = 2, α13 = β13 = 1, α21 = β21 = 3, α22 = β22 = 1, 

α23 = β23 = 3, α31 = β31 = 2, α32 = β32 = 1, α33 = β33 = 2. Пусть количество информации 

в одном пакете также имеет гамма распределение с параметрами формы и мас-

штаба α = β = 2. Для рассматриваемых исходных данных значения κ1 и κ2 состав-

ляют κ1 = 1, κ2 = 1.146. На рисунках 1.4 – 1.6 показана плотность распределения 

объема информации, поступившей в полумарковском потоке, полученная по фор-

муле (1.89) (сплошная линия) по сравнению с асимптотическим результатом (пунк-

тирная линия) для t = 10, t = 20, t = 100. В Таблице 1.4 представлены расстояния 

Колмогорова  

0
( ) max ( , ) ( , )N

x
t F x t F x t

 
    

между допредельным распределением, полученным по интегральной формуле 

(1.80) и асимптотической функцией распределения с параметрами κ1 и κ2 для полу-

марковского потока. 

 

Таблица 1.4 – Расстояние Колмогорова Δ(t) между допредельным и 

асимптотическим распределениями для полумарковского потока при 

различных значениях t 

 t = 5 t = 10 t = 20 t = 50 t = 100 t = 200 

Δ(t) 0.053 0.031 0.021 0.013 0.009 0.007 
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Рисунок 1.4 – Сравнение графиков асимптотической и допредельной плотностей 

распределения вероятностей суммарного объема информации, поступившей в за-

явках полумарковского потока за время t = 10 (аппроксимация вполне приемле-

мая) 

 

 

Рисунок 1.5 – Сравнение графиков асимптотической и допредельной плотностей 

распределения вероятностей суммарного объема информации, поступившей в за-

явках полумарковского потока за время t = 20 (аппроксимация достаточно точная) 

 



74 

 

 

 

Рисунок 1.6 – Сравнение графиков асимптотической и допредельной плотностей 

распределения вероятностей суммарного объема информации, поступившей в за-

явках полумарковского потока за время t = 100 (аппроксимация сверхточная) 

 

Можно сделать вывод о том, что точность аппроксимации повышается с 

увеличением времени t. Численная реализация формул (1.89) и (1.80) дает наиболее 

точные результаты, ограниченные лишь возможностями вычислительной техники. 

При 5 ≤ t < 10 аппроксимация является вполне приемлемой, при 10 ≤ t ≤ 50 – до-

статочно точной и при t ≥ 100 предлагаемая аппроксимация является сверхточной. 

 Резюме 

В Главе 1 выполнено исследование потоков событий с произвольным объе-

мом поступаемых требований. Найдено распределение вероятностей суммарного 

объема, поступившего в потоке за время t. Это распределение найдено, как в до-

предельной ситуации в виде достаточно сложных выражений, численная реализа-

ция которых требует значительных затрат машинного времени, так и в предельном 

условии растущего времени наблюдения за потоком. Показано, что асимптотиче-

ское распределение вероятностей является гауссовским с параметрами κ1t и дис-

персией κ2t, где величины κ1 и κ2 определяются несложными выражениями.  
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В тереме 1.1 для потока восстановления равенством (1.4) определена допре-

дельная характеристическая функция объема S(t) информации, поступившей в за-

явках потока за время t. Данная функция с помощью обратного преобразования 

Фурье определяет распределение вероятностей объема S(t). Равенством (1.9) эта ха-

рактеристическая функция определена через кратные свертки функций распреде-

лений A(x) и B(x). В равенстве (1.10) записано явное выражение функции распреде-

ления объема S(t).  

Для ММРР-потока определена допредельная характеристическая функция 

суммарного объема информации S(t), поступившей за время t в заявках потока, ко-

торая также, как и для потока восстановления, с помощью обратного преобразова-

ния Фурье определяет распределение вероятностей объема S(t). 

Однако численная реализация полученных формул требует значительных за-

трат машинного времени. 

Для полумарковского потока получены допредельные плотность распределе-

ния (1.89) и функция распределения (1.80) объема информации S(t), поступившей 

за время t в заявках потока в виде интегральных формул. 

Результаты, представленные в настоящей главе, опубликованы в работах ав-

тора [36, 35, 47, 52, 192, 213, 215]. Применение моделей потоков, представленных 

в данной главе, опубликованы в работах автора [211]. 
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 Математические модели систем массового обслуживания с 

повторными вызовами 

 

 

 

В настоящее время анализ реальных телекоммуникационных систем стиму-

лирует потребность в рассмотрении моделей, которые не относятся к классу клас-

сических (системы с ожиданием и системы с потерями). Такие системы характери-

зуются отсутствием очереди, но при этом необслуженный вызов не теряется, если 

он поступает в момент занятости сервера, а повторяет свою попытку его захвата 

через некоторое время. Таким образом нет потери вызова, а происходит лишь за-

держка в его обслуживании. Это явление возникает в различных реальных систе-

мах связи со случайным доступом, где несколько пользователей используют один 

канал связи. 

В связи с этим выделяют класс математических моделей телекоммуникаци-

онных систем – системы с повторными вызовами (Retrial Queueing System или RQ-

системы). Принципиальное отличие RQ-систем от классических СМО заключается 

в том, что заявки, заставшие прибор занятым при поступлении в систему, уходят 

на орбиту, где осуществляет случайную задержку, после чего повторяют попытку 

занять прибор. 

В данной главе представлены RQ-системы различной конфигурации, анали-

тическое исследование которых будет проведено в Главах 3 – 5.  

  RQ-система ММРР|M|1 с разнотипными вызываемыми заявками 

В RQ-системах время, в течение которого прибор находится в незанятом со-

стоянии, является временем простоя системы. В целях увеличения эффективности 

работы системы нелишним будет уменьшить время простоя. Рассмотрим системы, 

где прибор не только принимает заявки на обслуживание, поступающие в систему 

из входящего потока, но и вызывает заявки извне, когда находится в свободном 
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состоянии. В теории массового обслуживания уже рассматривались модели, где за-

явки вызывались прибором извне, однако в рассмотренных моделях не было учтено 

повторное обращение заявок с орбиты.  

Модели с повторным обращением и с вызываемыми заявками имеют прило-

жение в работе таких систем, как call-центры, где оператор в свободное время со-

вершает звонки или занимается альтернативными видами деятельности. О прило-

жениях RQ-систем в моделировании call-центров подробно изложено в работах 

T. Phung-Duc. Системы с данной особенностью поведения прибора будем называть 

RQ-системами с вызываемыми заявками. 

В работе call-центов зачастую возникают ситуации, при которых работа си-

стемы существенно зависит от типа вызываемых заявок, что влияет на продолжи-

тельность времени их обслуживания и функционирования системы в целом. По-

этому целесообразно рассматривать математические модели реальных систем с 

разнотипными вызываемыми заявками. 

Рассмотрим RQ-систему с одним обслуживающим прибором, на вход кото-

рой поступает MMPP-поток заявок, заданный генератором Q = [qvm] инфинитези-

мальных характеристик цепи Маркова m(t) = 0, 1,…, M с непрерывным временем, 

управляющей потоком; диагональной матрицей Λ условных интенсивностей λm 

наступления событий в m-ом состоянии ММРР-потока, когда его управляющая 

цепь m(t) принимает значение 0,m M .  

Если прибор свободен, то заявки, поступающие в систему из потока, зани-

мают прибор для обслуживания и обслуживаются экспоненциальное случайное 

время с параметром μ1. Если поступившая заявка застает прибор занятым, она от-

правляется на орбиту, где осуществляет случайную задержку. Длительность за-

держки экспоненциальная с параметром σ. После задержки заявка вновь обраща-

ется к прибору и ведет себя так же, как вновь прибывшая из входящего потока за-

явка.  

Когда прибор свободен, он вызывает заявки извне. В системе N типов вызы-

ваемых заявок. Прибор вызывает заявки типа n с интенсивностью αn. Вызванная 
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заявка мгновенно занимает прибор для обслуживания. Время обслуживания вызы-

ваемой заявки типа n распределено по экспоненциальному закону с параметром μn. 

Для удобства исследования пронумеруем типы вызываемых заявок от 2 до N. Ри-

сунок 2.1 иллюстрирует структуру описанной модели. 

 

Рисунок 2.1 – RQ-система ММРР|M|1 с N типами вызываемыми заявками 

 

Пусть i(t) — число заявок на орбите в момент времени t. Обозначим процесс 

k(t), характеризующий состояние прибора в момент времени t. Он принимает сле-

дующие значения: 0, если прибор свободен; 1, если обслуживается поступившая 

заявка; n, если обслуживается вызванная заявка типа n, 2,n N .  

Ставится задача нахождения стационарного распределения вероятностей 

{k(t), i(t)} RQ-системы с разнотипными вызываемыми заявками 

Pk(i, t) = P{i(t) = i, k(t) = k} 

Для решения поставленной задачи рассмотрим трехмерную цепь Маркова 

{i(t), k(t), m(t)}, где процесс m(t) называется управляющей цепью Маркова для рас-

сматриваемого MМРP-потока. Обозначим  

Pk(i, m, t) = P{i(t) = i, k(t) = k, m(t) = m}   (2.1) 

вероятность того, что в момент времени t прибор находится в состоянии k, на ор-

бите находится i заявок и управляющая MMPP-потоком цепь Маркова m(t) прини-

мает значение m. Для распределения вероятностей Pk(i, m, t) состояний рассматри-

ваемой RQ-системы составим систему уравнений Колмогорова 
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Перейдем к частичным характеристическим функциям 

0

( , , ) ( , , ), 0,jui

k k

i

H u m t e P i m t k N




  ,   (2.3) 

где 1j   . Систему дифференциальных уравнений (2.2) перепишем для частич-

ных характеристических функций (2.3) 
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Запишем систему в матричном виде, используя обозначения 

 ( , ) ( ,1, ), ( ,2, ),..., ( , , )k k k ku t H u t H u t H u M tH , 



80 

 

 

( , ) ( ,1, ) ( ,2, ) ( , , )
, ,...,k k k ku t H u t H u t H u M t

t t t t

    
  

    

H
, 

( , ) ( ,1, ) ( ,2, ) ( , , )
, ,...,k k k ku t H u t H u t H u M t

u u u u

    
  

    

H
. 

Также обозначим I – единичную матрицу. Получим следующую систему 
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Запишем также вспомогательное уравнение, суммируя уравнения получен-

ной системы и домножая на единичный вектор e соответствующей размерности 
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где 
0

( , ) ( , )
N

k

k

u t u t


H H . Рассмотрим полученную систему уравнений (2.5) – (2.6) в 

стационарном режиме 
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n n nu e u n N     H Q Λ I H .              (2.7) 

тогда вспомогательное уравнение запишется в виде 

0

1

( ) ( ) 0
N

ju

k

k

j e u u



  H е H Λe .    (2.8) 

Для рассматриваемой RQ-системы MMPP|M|1 с разнотипными вызывае-

мыми заявками построена математическая модель, выведена система дифференци-

альных уравнений Колмогорова (2.5) и система Колмогорова в стационарном виде 

(2.7).  
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Получить аналитическое решение системы (2.7) в допредельной ситуации 

возможно только в частном случае при простейшем входящем потоке. Решение си-

стем (2.5) – (2.6) и (2.7) – (2.8) при ММРР входящем потоке предложено в главах 3 

и 4 методами асимптотического анализа. 

Рассмотрим частный случай системы с разнотипными вызываемыми заяв-

ками, на вход которой поступает простейший поток заявок. Для данной системы 

найдем распределение вероятностей числа заявок на орбите. Обозначим интенсив-

ность простейшего входящего потока λ. Двумерный процесс {i(t), k(t)} образует 

цепь Маркова с непрерывным временем. Обозначим  

Pk(i, t) = P{i(t) = i, k(t) = k}        (2.9) 

вероятность того, что в момент времени t прибор находится в состоянии k, на ор-

бите находится i заявок. Для распределения вероятностей Pk(i, t) состояний рас-

сматриваемой RQ-системы составим систему уравнений Колмогорова в стационар-

ном виде, которую перепишем для частичных характеристических функций  

0
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а дополнительное уравнение (2.8) в виде 
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    .                                            (2.11) 

Характеристическая функция H(u) числа заявок на орбите выражается через 

частичные характеристические функции Hk(u) следующим образом  

0

( ) ( )
N

k

k

H u H u


 . 
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Теорема 2.1 Характеристическая функция H(u) числа заявок на орбите си-

стемы M|M|1 с разнотипными вызываемыми заявками имеет вид: 

    1
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где  
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 1θ λ μ μ ,n n    2,n N . 

Доказательство. Рассмотрим систему уравнений (2.10). Данная система 

уравнений может быть сведена к системе из одного дифференциального и двух ал-

гебраических уравнений, для чего второе и третье уравнения системы (2.10) разре-

шим относительно функций H1(u) и Hn(u), 2,n N  соответственно 
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Подставляя выражения (2.13) и (2.14) в первое уравнение системы (2.10), за-

пишем обыкновенное дифференциальное уравнение с разделяющимися перемен-

ными относительно функции H0(u) 
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решая которое, получаем функцию H0(u) в явном виде с точностью до мультипли-

кативной константы H0(0). Подставляем H0(u) в выражения для функций H1(u) и 

Hn(u), 2,n N  и суммируем все полученные функции согласно равенству 
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где  
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 ,    1n n      , 2,n N . 

Далее, уточним мультипликативную константу H0(0). Обозначим rk = Hk(0) – 

стационарные вероятности того, что прибор находится в состоянии k, 0,k N . 

Предварительно запишем 0 ( )H u , подставляя u = 0 в уравнение (2.15) 
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 , запишем систему уравнений (2.10) при u = 0.  
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Ранг матрицы данной системы меньше числа неизвестных, поэтому добавим 

условие нормировки для стационарного распределения вероятностей состояний 

прибора 
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Решением последней системы имеет вид 
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что определяет маргинальное распределение вероятностей состояний прибора. 
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Подставив r0 в равенство (2.16), полностью определим частичные характери-

стические функции Hk(u), 0,k N . Просуммируем полученные выражения для ча-

стичных характеристических функций, запишем характеристическую функцию 

числа заявок на орбите 
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Теорема доказана.  

Следствие 2.1 Из (2.12) следует, что необходимым и достаточным усло-

вием существования стационарного режима в системе M|M|1 с разнотипными вы-

зываемыми заявками является  

1 − ρ > 0, 

откуда  

λ < µ1. 

Определив характеристическую функцию числа заявок на орбите в RQ-си-

стеме M|M|1 с разнотипными вызываемыми заявками в стационарном режиме 

функционирования, получим распределение вероятностей искомого случайного 

процесса i(t), применив к полученной в Теореме 2.1 характеристической функции 

обратное преобразование Фурье 

1
( ) ( ) ,      0,

2

juiP i e H u du i







  
 

.       (2.19) 

Зададим N = 4, µ1 = 1, µ2 = 2, µ3 = 3, µ4 = 4, α2 = 1, α3 = 2, α4 = 3, таким образом 

в рассматриваемой системе три типа вызываемых заявок. Определим также пара-
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метр загрузки системы 
1


 


, значение которого будет определять значение λ ин-

тенсивности входящего потока. На рисунках 2.2 – 2.3 приведены распределения 

вероятностей Pi числа заявок на орбите, полученные по формуле (2.19) 

 

Рисунок 2.2 – Распределение вероятностей числа заявок на орбите в RQ-системе 

M|M|1 с разнотипными вызываемыми заявками при λ = 0.5 

 

 

Рисунок 2.3 – Распределение вероятностей числа заявок на орбите в RQ-системе 

M|M|1 с разнотипными вызываемыми заявками при λ = 0.8 
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 RQ-системы с вызываемыми заявками и ненадежным прибором 

В предложенных системах могут возникать ситуации, при которых работа 

обслуживающего устройства может быть прервана поломкой, после чего в течение 

некоторого времени (периода восстановления) происходит его ремонт. Системы с 

ненадежным прибором часто являются предметом современных исследований 

[170, 174], результаты которых могут применяться в работе с мультимедийными 

приложениями. 

 RQ-система М|M|1 с несколькими типами вызываемых заявок и 

ненадежным прибором 

Рассмотрим систему с повторными вызовами (рисунок 2.4), на вход которой 

поступает простейший поток заявок с интенсивностью λ. 

 

Рисунок 2.4 – Система M|M|1 с повторными вызовами, несколькими типами вы-

зываемых заявок и ненадежным прибором 

 

Заявка входящего потока, поступая в систему и обнаруживая прибор свобод-

ным, занимает его и обслуживается в течение экспоненциально-распределенного 

времени с параметром μ1. Если же в момент поступления заявка застает прибор за-

нятым, она мгновенно уходит на орбиту и осуществляет там случайную задержку, 

длительность которой имеет экспоненциальное распределение с параметром σ. 
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Когда прибор свободен, он вызывает заявки извне. Существует несколько ти-

пов вызываемых заявок. Прибор вызывает заявки типа n с интенсивностью αn. Вы-

зываемая заявка встает на прибор и обслуживается в течение экспоненциально-рас-

пределенного времени с параметром μn. Для удобства пронумеруем типы вызывае-

мых заявок от 2 до N. 

Будем рассматривать систему с ненадежным прибором. Прибор выходит из 

строя с интенсивностью γ0, когда свободен, или с интенсивностью γ1, когда обслу-

живает заявку входящего потока. После выхода из строя прибор находится в состо-

янии восстановления. Длительность периода восстановления имеет экспоненци-

альное распределение с параметром γ2. В момент поломки (выхода из строя) при-

бора обслуживаемая заявка переходит на орбиту. Когда прибор обслуживает вызы-

ваемую заявку или прибор находится в состоянии восстановления, заявки входя-

щего потока уходят на орбиту. Будем считать, что прибор не может выйти из строя 

при обслуживании вызываемых заявок, так как обслуживание инициировано самим 

прибором.  

Обозначим процесс k(t) – состояние прибора в момент времени t. Этот про-

цесс может принимать следующие значения: 

0,  прибор свободен;

1, прибор занят обслуживанием заявки входящего потока;
( )

, прибор занят обслуживанием вызываемой заявки типа , 2, ;

1, прибор находится в состоянии восстановления.

k t
n n n N

N





 


 

 

Также введем случайный процесс i(t) – число заявок на орбите в момент вре-

мени t.  

Ставится задача нахождения стационарного распределения числа заявок на 

орбите. Для этого рассмотрим двумерный марковский процесс {k(t), i(t)}. Для рас-

пределения вероятностей  

P{k(t) = k, i(t) = i}= Pk(i, t), 

составим систему Колмогорова.  
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      (2.20) 

Введем частичные характеристические функции, обозначив 1j    
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Систему (2.20) перепишем в виде 
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( , ) ( , )
( , ) ( ( 1) ) ( , ) ,ju juH u t H u t

H u t e H u t j e
t u

 
         

 
 

0

( , )
( , ) ( ( 1) ) ( , ),    2, ,jun

n n n

H u t
H u t e H u t n N

t


      


 

0 0 1 1 2 1

( , )
( , ) ( , ) ( ( 1) ) ( , ).ju juN

N

H u t
H u t e H u t e H u t

t



        


 (2.21) 

Суммируя уравнения системы (2.21), обозначив 

1 1

0 0

( , ) ( , )
( , ) ( , ),

N N
k

k

k k

H u t H u t
H u t H u t

t t

 

 

 
 

 
  , получим дополнительное уравнение  

1
0

1 1

2

( , ) ( , )
( ) ( , ) ( , ).

N
ju

n

n

H u t H u t
j e H u t H u t

t u






 
       

 
   (2.22) 

Рассмотрим полученную систему уравнений (2.21) – (2.22) в стационарном ре-

жиме 

0 0 2 1 0

2 1

( ) ( ) ( ) ( ) 0,
N N

n k k N

n k

H u H u H u j H u

 

 
             

 
   

0 1 1 1 0( ) ( ( 1) ) ( ) ( ) 0,ju juH u e H u j e H u            
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0( ) ( ( 1) ) ( ) 0,    2, ,ju

n n nH u e H u n N        

0 0 1 1 2 1( ) ( ) ( ( 1) ) ( ) 0.ju ju

NH u e H u e H u          

1
0

1 1

2

( )
( ) ( ) ( ) 0.

N
ju

n

n

H u
j e H u H u

u







       


          (2.23) 

Для рассматриваемой RQ-системы M|M|1 с разнотипными вызываемыми за-

явками и ненадежным прибором построена математическая модель, выведена си-

стема дифференциальных уравнений Колмогорова (2.21) – (2.22) и система Колмо-

горова в стационарном виде (2.23). Эти системы будут основными в дальнейших 

исследованиях. 

 Условие существование стационарного режима в RQ-системе М|GI|1 с 

однотипными вызываемыми заявками и ненадежным прибором 

Найдем условие существования стационарного режима в RQ-системе с вы-

зываемыми однотипными заявками, простейшим входящим потоком, произволь-

ным временем обслуживания заявок и ненадежным прибором. Проиллюстрируем 

зависимость полученного условия от того, дообслуживаются ли прерванные заявки 

или обслуживаются заново после возобновления работы прибора. 

RQ-система М|GI|1 с однотипными вызываемыми заявками и ненадеж-

ным прибором и дообслуживанием прерванных заявок. Рассмотрим одноли-

нейную RQ-систему (рисунок 2.4) с вызываемыми заявками и ненадежным прибо-

ром. На вход системы поступает простейший поток заявок с интенсивностью λ.  

Заявка входящего потока, поступая в систему и обнаруживая прибор свобод-

ным, занимает его, а прибор начинает обслуживание в течение времени, распреде-

ленного с функцией B1(x). Если в момент поступления заявки прибор занят, то она 

мгновенно уходит на орбиту и осуществляет там случайную задержку в течение 

экспоненциально-распределенного времени с параметром σ, завершив которую по-

вторно обращается к прибору с попыткой получить обслуживание. 
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Рисунок 2.5 – RQ-система М|GI|1 с однотипными вызываемыми заявками и нена-

дежным прибором 

 

Когда прибор свободен, он вызывает из внешней среды (не с орбиты) с ин-

тенсивностью α дополнительные заявки, время обслуживания которых имеет функ-

цию распределения B2(x).  

Будем рассматривать систему с ненадежным прибором, который на интерва-

лах обслуживания поступивших заявок с интенсивностью γ1 выходит из строя и 

восстанавливается с интенсивностью γ2. В свободном состоянии и при обслужива-

нии вызываемых заявок прибор надежен и не может выходить из строя.  

Если во время обслуживания поступившей заявки прибор выходит из строя, 

то обслуживаемая заявка остается ждать на приборе, и как только прибор восста-

навливается, она дообслуживается.  

Когда прибор обслуживает вызываемую заявку, или прибор находится в со-

стоянии восстановления, заявки входящего потока уходят на орбиту. 

Обозначим процесс i(t) – число заявок в системе в момент времени t, посту-

пивших (не вызванных) в систему. 

Ставится задача – нахождение условий существования стационарного ре-

жима в рассматриваемой RQ-системе M|GI|1 с ненадежным прибором и дообслу-

живанием прерванных заявок. 

Состояния прибора в момент времени t обозначим k(t): 
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0,  прибор свободен;

1, прибор занят обслуживанием заявки входящего потока;
( )

2, прибор занят обслуживанием вызываемой заявки;

3, прибор находится в состоянии восстановления.

k t





 



 

z(t) – остаточное время обслуживания, когда 1,k K . Также обозначим вероятно-

сти  

P{k(t) = k, i(t)=i, z(t)<z}= Pk(i, z, t), k=1, 2, 3, 

P{k(t) = k, i(t)=i}= Pk(i, t), k= 0.      (2.24) 

Так как случайный процесс {k(t), i(t), z(t)}, k=1, 2, 3 {k(t), i(t)}, k=0, с перемен-

ным числом компонент марковский, то для распределения вероятностей (2.24) со-

ставим систему уравнений Колмогорова.  

Обозначим Pk(i, ∞, t) = Pk(i, t), k = 1, 2. При k = 3 z(t) – остаточное время об-

служивания заявки, которая дожидается восстановления прибора для завершения 

своего обслуживания. Система уравнений Колмогорова для распределения вероят-

ностей в стационарном режиме имеет вид  

1 2
0

( 1,0) ( ,0)
( ) ( ) 0,

P i P i
i P i

z z

  
        

 
 

1 1( , ) ( ,0)P i z P i

z z

 
 

 
 

1 1 1 2 3 1 0 1 0( ) ( , ) ( 1, ) ( , ) ( ) ( 1) ( ) ( ) 0,P i z P i z P i z B z P i i B z P i                

2 2
2 2 2 0

( , ) ( ,0)
( , ) ( 1, ) ( ) ( ) 0,

P i z P i
P i z P i z B z P i

z z

 
        

 
 

2 3 3 1 1( ) ( , ) ( 1, ) ( , ) 0.P i z P i z P i z                (2.25) 

Введем частичные характеристические функции, обозначив 1j    

0 0

0 0

( ) ( ), ( , ) ( , ),     1,3.jui jui

k k

i i

H u e P i H u z e P i z k
 

 

           (2.26) 

Систему (2.25) перепишем для функций (2.26) 

1 2
0 0

( ,0) ( ,0)
( ) ( ) ( ) 0,ju H u H u

H u e j H u
z z
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1 1( , ) ( ,0)H i z H i

z z

 
 

 
 

   1 1 2 3 1 0 0( 1) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) 0,ju jue H u z H u z B z e H u j H i             

 2 2
2 2 0

( , ) ( ,0)
1 ( , ) ( ) ( ) 0,juH u z H u

e H u z B z H u
z z

 
      

 
 

 1 1 2 3( , ) ( 1) ( , ) 0.juH u z e H u z          (2.16) 

В системе (2.16) выполним предельный переход, устремив z→∞ и суммирование 

полученных уравнений, обозначив Hk(u) = Hk(u, ∞), 1,3k   и характеристическую 

функцию 
3

0

( ) ( )k

k

H u H u


  числа заявок в системе, получим уравнение 

1( ,0)
( ) 0.ju H u

e H u
z


  


    (2.17) 

Равенство (2.17) позволяет в системе (2.16) исключить первое уравнение, заменив 

его на уравнение (2.17), тогда систему уравнений для частичных характеристиче-

ских функций (2.16) перепишем в виде 

1 1( , ) ( ,0)H u z H u

z z

 
 

 
 

   1 1 2 3 1 0 0( 1) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) 0,ju jue H u z H u z B z e H u j H u             

 2 2
2 2 0

( , ) ( ,0)
1 ( , ) ( ) ( ) 0,juH u z H u

e H u z B z H u
z z

 
      

 
 

 1 1 2 3( , ) ( 1) ( , ) 0,juH u z e H u z        

1( ,0)
( ) 0.ju H u

e H u
z


  


            (2.18) 

Распределение вероятностей числа заявок в RQ-системе с дообслужива-

нием заявок. Докажем следующее утверждение. 

Теорема 2.1 Для рассматриваемой RQ-системы с дообслуживанием распре-

деление вероятностей состояния прибора rk = P{k(t) = k}, 0,3k   имеет вид 
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1 2
0 1

2 2

1
1 ,

1
r b

b

   
   

   
 

1 1r b  , 
2 2 0r b r  , 1

3 1

2

.r b


 


  (2.19) 

Здесь начальные моменты первого порядка 1 1

0

( )b xdB x



  , 2 2

0

( )b xdB x



  . 

Доказательство. Введем следующие обозначения  

0 0 0 0 0
( ) (0, ), 1,3, (0), ( )k k u

r z H z k r H jm H u


    , 

1 1

0 0

( , ) ( ,0)
( ) , (0) , 1,2.k k

u u

H u z H u
r z r k

z z 

    
 

  (2.20) 

то при u = 0 из системы (2.18) получим систему уравнений: 

 1 1 1 2 3 1 0 0( ) (0) ( ) ( ) ( ) 0,r z r r z r z B z r m            

2 2 2 0( ) (0) ( ) 0,r z r B z r      

1 1 2 3( ) ( ) 0,r z r z     

1 (0) 0.r        (2.21) 

Складываем первое и третье уравнения системы (2.21), получим 

 1 1 1 0 0( ) (0) ( ) 0r z r B z r m       .    (2.22) 

Из четвертого уравнения имеем 

1 (0) .r    

Второе уравнение системы (2.21) перепишем в виде 

2 2 2 0( ) (0) ( )r z r B z r   .           (2.23) 

Устремим z → ∞ в (2.22) и (2.23), получим, что выполняются равенства 

0 0r m     , 

2 0(0)r r   .  

Уравнения (2.22) и (2.23) перепишем в виде 

 1 1( ) 1 ( )r z B z    , 

 2 0 2( ) 1 ( )r z r B z    .           (2.24) 
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Откуда получим 

 1 1

0

( ) 1 ( )

z

r z B x dx   , 

 2 0 2

0

( ) 1 ( )

z

r z r B x dx   .              (2.25) 

При z → ∞ из этих равенств и третьего уравнения системы (2.21) получим выраже-

ния  

1 1r b  , 
2 2 0r b r  , 1

3 1

2

.r b


 


             (2.26) 

Значение вероятности r0 найдем из условия нормировки 
3

0

1k

k

r


 . Теорема 

доказана. 

Следствие 2.1 Условием существования стационарного режима в рассмат-

риваемой RQ-системе с дообслуживанием является выполнение неравенства 

2

1 1 2

1
.

b


  

  
        (2.27) 

Доказательство. Условие (2.27) следует из положительности вероятности r0 

в (2.19). Следствие доказано. 

Определим пропускную способность S системы как точную верхнюю гра-

ницу среднего числа заявок, которые могут быть обслужены в рассматриваемой 

системе за единицу времени. В силу неравенства (2.27) значение S для рассматри-

ваемой RQ-системы с вызываемыми заявками и ненадежным прибором, определя-

ется равенством  

2

1 1 2

1
.S

b


 

  
     (2.28) 

Если значение параметра λ входящего потока определять равенством λ=ρS, 

то при любых значениях параметра 0 < ρ < 1 в рассматриваемой RQ-системе суще-

ствует стационарный режим, а вероятности rk из (2.19) состояний прибора можно 

записать в виде 
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1
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b




 
 2

1
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2

1
,

1
r b

b


 

 
,     1

3

1 2
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 (2.29) 

Распределение вероятностей состояний прибора инвариантно к виду функций рас-

пределения B1(x) и B2(x) времени обслуживания как поступающих, так и вызывае-

мых заявок. При этом интенсивность λ входящего потока линейно зависит от S, 

которая в силу (2.28) инвариантна к виду функций распределения B1(x) и B2(x). 

RQ-система М|GI|1 с однотипными вызываемыми заявками, ненадеж-

ным прибором и обслуживанием прерванных заявок заново. Будем рассматри-

вать ту же систему М|GI|1 с ненадежным прибором, который на интервалах обслу-

живания поступивших заявок с интенсивностью γ1 выходит из строя и восстанав-

ливается с интенсивностью γ2, при этом в свободном состоянии и при обслужива-

нии вызываемых заявок прибор надежен и не может выходить из строя. Важным 

отличием является то, что если во время обслуживания поступившей заявки прибор 

выходит из строя, то обслуживаемая заявка мгновенно переходит на орбиту и при 

повторном поступлении на прибор ее обслуживание начинается заново.  

Обозначим процесс i(t) – число заявок в системе в момент времени t, посту-

пивших (не вызванных) в систему. Найдем условия существования стационарного 

режима в рассматриваемой RQ-системе.  

Обозначим процесс z(t) – остаточное время обслуживания, когда k = 1, 2. 

Также введем стационарные вероятности  

P{k(t) = k, i(t)=i, z(t)<z}= Pk(i, z, t), k=1, 2, 

P{k(t) = k, i(t)=i}= Pk(i, t), k= 0, 3.    (2.30) 

Так как случайный процесс {k(t), i(t), z(t)}, k=1, 2; {k(t), i(t)}, k=0, 3, с переменным 

числом состояний марковский, то для распределения вероятностей (2.30) составим 

систему уравнений Колмогорова и запишем ее в стационарном виде 

1 2
0 2 3

( 1,0) ( ,0)
( ) ( ) ( ) 0,

P i P i
i P i P i

z z

  
          

 
 

1 1( , ) ( ,0)P i z P i

z z

 
 

 
 

1 1 1 1 0 1 0( ) ( , ) ( 1, ) ( ) ( 1) ( ) ( ) 0,P i z P i z B z P i i B z P i              
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2 2
2 2 2 0

( , ) ( ,0)
( , ) ( 1, ) ( ) ( ) 0,

P i z P i
P i z P i z B z P i

z z

 
        

 
 

2 3 3 1 1( ) ( ) ( 1) ( , ) 0.P i P i P i z             (2.31) 

Введем частичные характеристические функции 

0 0

0 0

( ) ( ), ( , ) ( , ), 1, 2,jui jui

k k

i i

H u e P i H u z e P i z k
 

 

     

3 3

0

( ) ( )jui

i

H u e P i




 .        (2.32) 

Систему (2.31) перепишем для функций (2.32) 

1 2
0 2 3 0

( ,0) ( ,0)
( ) ( ) ( ) ( ) 0,ju H u H u

H u H u e j H u
z z

  
          

 
 

   1 1
1 1 1 0 0

( , ) ( ,0)
( 1) ( , ) ( ) ( ) ( ) 0,ju juH u z H u
e H u z B z e H u j H u

z z

 
          

 

 2 2
2 2 0

( , ) ( ,0)
1 ( , ) ( ) ( ) 0,juH u z H u

e H u z B z H u
z z

 
      

 
 

 1 1 2 3( , ) ( 1) ( ) 0.juH u z e H u          (2.33) 

В системе (2.33) устремим z→∞ и просуммируем уравнения, обозначив 

Hk(u) = Hk(u, ∞), 1, 2k   и характеристическую функцию 
3

0

( ) ( )k

k

H u H u


  числа за-

явок в системе, получим уравнение 

1( ,0)
( ) 0.ju H u

e H u
z


  


    (2.34) 

Равенство (2.34) позволяет в системе (2.33) исключить первое уравнение, заменив 

его на уравнение (2.34), тогда систему уравнений для частичных характеристиче-

ских функций (2.32) перепишем в виде 

1 1( , ) ( ,0)H u z H u

z z

 
 

 
 

   1 1 2 3 1 0 0( 1) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,ju jue H u z H u B z e H u j H u             

 2 2
2 2 0

( , ) ( ,0)
1 ( , ) ( ) ( ) 0,juH u z H u

e H u z B z H u
z z
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 1 1 2 3( , ) ( 1) ( ) 0,juH u z e H u        

1( ,0)
( ) 0.ju H u

e H u
z


  


     (2.35) 

Обозначим преобразование Лапласа-Стилтьеса  

*

0

( ) ( ),sx

k kB s e dB x



   
*

0

( , ) ( , ), 1, 2sz

k kH u s e dH u z k



  .   (2.36) 

Систему (2.35) перепишем в виде 

   * *1
1 1 1 0 0

( ,0)
( 1) ( , ) ( ) ( ) ( ) 0,ju juH u
e s H u s B s e H u j H u

z


           


 

   * *2
2 2 0

( ,0)
1 ( , ) ( ) ( ) 0,juH u

e s H u s B s H u
z


       


 

 *

1 1 2 3( , ) ( 1) ( ) 0,juH u s e H u        

1( ,0)
( ) 0.ju H u

e H u
z


  


     (2.37) 

Эта система будет основной в дальнейших исследованиях. 

Распределение вероятностей состояний прибора и условие существова-

ния стационарного режима. Докажем следующее утверждение. 

Теорема 2.2 Для рассматриваемой RQ-системы с обслуживанием заявок за-

ново распределение вероятностей состояния прибора rk = P{k(t) = k}, 0,3k   

имеет вид 

*

1 2 1 1
0 *

2 2 1 1 1

1 1 ( )
1 ,

1 ( )

B
r

b B

     
    

     
 

*

1 1
1 *

1 1 1

1 ( )
,

( )

B
r

B

 
 

 
 

2 2 0r b r  ,  
*

1 1 1
3 *

2 1 1 1

1 ( )
.

( )

B
r

B

  
  

  
   (2.38) 

Здесь начальные моменты первого порядка 2 2

0

( )b xdB x



  , преобразование 

Лапласа-Стилтьеса 1*

1 1 1

0

( ) ( ).xB e dB x
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Доказательство. Введем следующие обозначения  

* *

0 0 0
( ) (0, ), 1, 2; (0), 0,3; ( )k k k k u

r s H s k r H k jm H u


     , 

1

0

( ,0)
(0) , 1,2.k

u

H u
r k

z 

  


       (2.39) 

то при u = 0 из системы (2.37) получим систему уравнений: 

   * *

1 1 1 1 0 0(0) ( ) ( ) 0,r s r s B s r m          

* *

2 2 2 0(0) ( ) ( ) 0,r sr s B s r     

*

1 1 2 3( ) 0,r s r     

1 (0) 0.r        (2.40) 

Из первого и четвертого уравнений системы (2.40) при s = γ1 можно записать 

 *

1 1 1 0 0(0) ( ) ,r B r m       

1 (0).r           (2.41) 

Дифференцируя по s второе уравнение в (2.40) и полагая здесь s=0, получим урав-

нение 

2 2 0.r b r   

Тогда систему (2.40) перепишем в виде, при этом положим s = 0 

1 1 *

1 1

0,
( )

r
B


    


 

2 2 0 ,r b r   

1 1 2 3 0r r    . 

Находя решение rk, 0,3k   этой системы, удовлетворяющее условию норми-

ровки, для rk получим выражения, совпадающие с (2.38). Теорема доказана. 

Следствие 2.2 Условием существования стационарного режима в рассмат-

риваемой RQ-системе является выполнение неравенства 

*

2 1 1 1

*

1 2 1 1

( )

1 ( )

B

B

  
  

    
.          (2.42) 
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Доказательство. Условие (2.42) следует из положительности вероятности r0 

в (2.38). Следствие доказано. 

В силу неравенства (2.42) значение пропускной способности S для рассмат-

риваемой RQ-системы с вызываемыми заявками и ненадежным прибором, опреде-

ляется равенством  

*

2 1 1 1

*

1 2 1 1

( )

1 ( )

B
S

B

  
 
    

.            (2.43) 

Если значение параметра λ входящего потока определять равенством λ=ρS, 

то при любых значениях параметра 0<ρ<1 в рассматриваемой RQ-системе суще-

ствует стационарный режим, а вероятности rk из (12) состояний прибора можно за-

писать в виде 

0

2

1
,

1
r

b




 
 2

1

1 2

,r


 
  

 
2 2

2

1
,

1
r b

b


 

 
     1

3

1 2

,r


 
  

 (2.44) 

При этом интенсивность λ входящего потока линейно зависит от S, которая в силу 

(2.43) существенно зависит от вида функции распределения B1(x).  

Для рассматриваемой RQ-системы с обслуживанием заново повторных за-

явок, пропускная способность S из (2.43) обладает нестандартным свойством.  

Пусть γ2=νγ1, где параметр ν может принимать любые положительные значе-

ния ν > 0, тогда S=S(γ1). 

Рассмотрим значения пропускной способности S(γ1) при возрастающих зна-

чениях параметра γ, запишем  

1 1 1

*
*1 1 1

1 1 1 1 1*

1 1

( )
lim ( ) lim lim ( ) (0)

1 1 ( ) 1 1

v B v v
S B B

v B v v     

       
    

. (2.45) 

Плотность распределения в нуле 1 (0)B   может принимать любые неотрица-

тельные значения в зависимости от вида функции распределения B1(x). 

Если 1 (0)B    , то для любого сколь угодно большого значения параметра λ, 

в силу (2.45) можно найти такое значение γ1 – интенсивности отказов прибора, при 

котором выполняется неравенство (2.42), а следовательно в рассматриваемой RQ-

системе существует стационарный режим. 
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Если 1 (0) 0B   , то для любого сколь угодно малого значения параметра λ су-

ществуют такие значения γ1 – интенсивности отказов прибора, при которых нера-

венство (2.42) не выполняется, и в системе не существует стационарный режим при 

любой сколь угодно малой доли 1

1 2

1

1v




   
 времени, расходуемого на восста-

новление (ремонт) прибора. 

Пусть B1(x) – функция гамма-распределения с одинаковыми значениями па-

раметра формы α1 и масштаба β1, то есть α1 = β1, тогда среднее значение 1

1




 времени 

обслуживания вызываемых заявок равно единице, а 

1

* 1
1 1

1 1

( )B



 
   

   
. При γ2=νγ1 

пропускная способность S зависит от γ1 и имеет вид  

*

1 1 1
1 *

1 1

( )
( )

1 1 ( )

v B
S S

v B

 
   

  
. 

Приведем численный пример, положив v = 4. В таблице приведены значения 

пропускной способности S1(γ1) при β1 = 5 и S2(γ1) при β1 = 0.2 и указанных значе-

ниях параметра γ1. 

 

Таблица 2.1 – Значения пропускной способности S 

γ1 0.01 0.1 1 10 100 

S1 0.797 0.769 0.538 0.033 2·10-5 

S2 0.816 0.947 1.856 6.692 32.427 

 

Таким образом, для предложенной модели найдено распределение вероятно-

стей состояний прибора и условие существования стационарного режима. Пока-

зано, что пропускная способность системы обладает нестандартным свойством. 
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 Характеристическая функция числа заявок в RQ-системе М|GI|1 с 

вызываемыми заявками, ненадежным прибором и обслуживанием 

прерванных заявок заново 

В системе (2.37) введем обозначения  

1 1( ) (1 )jug u e     , 2( ) (1 )jug u e   .   (2.46) 

Систему (2.37) перепишем в виде 

   * *1
1 1 1 0 0

( ,0)
( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) 0,juH u

s g u H u s B s e H u j H u
z


       


 

  * *2
2 2 2 0

( ,0)
( ) ( , ) ( ) ( ) 0,

H u
s g u H u s B s H u

z


     


 

 *

1 1 2 2 3( , ) ( ) ( ) 0,H u s g u H u      

1( ,0)
( ) 0.ju H u

e H u
z


  


    (2.47) 

При )(1 ugs   в первом уравнении и )(2 ugs   во втором уравнении полу-

чим равенства 

 *1
1 1 0 0

( ,0)
( ( )) ( ) ( ) ,juH u

B g u e H u j H u
z


   


 

*2
2 2 0

( ,0)
( ( )) ( ),

H u
B g u H u

z


 


 

а систему (2.47) перепишем в виде 

    * * *

1 1 1 1 1 0 0( ) ( , ) ( ) ( ( )) ( ) ( ) 0,jus g u H u s B s B g u e H u j H u        

   * * *

2 2 2 2 2 0( ) ( , ) ( ) ( ( )) ( ) 0,s g u H u s B s B g u H u     

 *

1 1 2 2 3( , ) ( ) ( ) 0,H u s g u H u      

 *

1 1 0 0( ) ( ( )) ( ) ( ) 0.ju jue H u B g u e H u j H u       

Положим в этой системе s = 0, обозначим 2,1    ),()0,(*  kuHuH kk , полу-

чим  

  *

1 1 1 1 0 0( ) ( ) 1 ( ( )) ( ) ( ) 0,jug u H u B g u e H u j H u        
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 *

2 2 2 2 0( ) ( ) 1 ( ( )) ( ) 0,g u H u B g u H u     

 1 1 2 2 3( ) ( ) ( ) 0,H u g u H u      

 *

1 1 0 0( ) ( ( )) ( ) ( ) 0.ju jue H u B g u e H u j H u           (2.48) 

Из первых трех уравнений этой системы можно записать 

 
*

1 1
1 0 0

1

1 ( ( ))
( ) ( ) ( ) ,

( )

juB g u
H u e H u j H u

g u


     

*

2 2
2 0

2

1 ( ( ))
( ) ( ),

( )

B g u
H u H u

g u


   

1
3 1

2 2

( ) ( ).
( )

H u H u
g u




 
          (2.49) 

Подставим эти выражения в четвертое уравнение системы (2.48), получим 

равенство 

 *

1 1 0 00 ( ) ( ( )) ( ) ( )ju jue H u B g u e H u j H u        

*

2 2 1
0 1

2 2 2

1 ( ( ))
( ) 1 ( ) 1

( ) ( )

ju B g u
e H u H u

g u g u

      
          

      
 

 *

1 1 0 0( ( )) ( ) ( )juB g u e H u j H u      

*

2 2
0

2

1 ( ( ))
( ) 1

( )

ju B g u
e H u

g u

  
      

  
 

 
*

1 1 2 1 2
0 0

1 2 2

1 ( ( )) ( )
( ) ( )

( ) ( )

juB g u g u
e H u j H u

g u g u

    
     

  
 

 *

1 1 0 0( ( )) ( ) ( ) ,juB g u e H u j H u     

которое перепишем в виде 

*

2 2
0

2

1 ( ( ))
( ) 1

( )

ju B g u
e H u

g u

 
    

 
 

 
*

* 1 1 2 1 2
1 1 0 0

1 2 2

1 ( ( )) ( )
( ( )) ( ) ( )

( ) ( )

ju juB g u g u
B g u e e H u j H u

g u g u

     
       

  
. (2.50) 
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Обозначим  

*

2 2

2
*

* 1 1 2 1 2
1 1

1 2 2

1 ( ( ))
1

( )
( )

1 ( ( )) ( )
( ( ))

( ) ( )

ju

B g u

g u
f u

B g u g u
B g u e

g u g u


 


    

  
 

.      (2.51) 

Равенство (2.50) перепишем в виде 

0 0 0( ) ( ) ( ) ( )ju jue H u f u e H u j H u     , 

то есть в виде обыкновенного дифференциального уравнения 

 0 0( ) ( ) ( ) 1juH u j e H u f u


  


. 

относительно функции H0(u), удовлетворяющей условию H0(0) = r0. Решение H0(u) 

этого уравнения имеет вид 

 0 0

0

( ) exp ( ) 1

u

jxH u r j e f x dx
 

  
 
 .            (2.52) 

С учетом полученных равенств, равенства (2.49) перепишем в виде:  

*

1 1
1 0

1

1 ( ( ))
( ) ( ) ( ),

( )

juB g u
H u e H u f u

g u


   

*

2 2
2 0

2

1 ( ( ))
( ) ( ),

( )

B g u
H u H u

g u


   

1
3 1

2 2

( ) ( ).
( )

H u H u
g u




 
          (2.53) 

Таким образом доказано следующее утверждение. 

Теорема 2.3 Пусть применяются g1(u) и g2(u) из (2.46), а также f(u) из (2.51), 

тогда характеристическая функция  

( )

0 1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ).jui tH u Me H u H u H u H u      

числа i(t) заявок в рассматриваемой RQ-системе определяется равенствами 

(2.52), (2.53).  
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Стационарное распределение вероятностей P(i) = P{i(t)=i} числа заявок в рас-

сматриваемой RQ-системе определяется обратным преобразованием Фурье и 

имеет вид 

  duuHeiP jui









 )(
2

1
,     (2.54) 

в котором выражение для характеристической функции H(u) определено в сформи-

рованной выше теореме 2.3 

Численная реализация распределения вероятностей P(i) из (2.54) не предо-

ставляет труда при любых значениях исходных параметров и функций распределе-

ния B1(x) и B2(x), удовлетворяющих условию (2.42) существования стационарного 

режима в рассматриваемой RQ-системе. Зададим λ = 0.4, γ1 = 0.01, γ2 = 2, σ = 0.1, 

α = 0.5, параметры экспоненциальных функций распределения B1(x) и B2(x) µ1 = 2, 

µ2 = 2 соответственно. 

 

Рисунок 2.6 – Распределение вероятностей числа заявок на орбите в RQ-

системе M|GI|1 с однотипными вызываемыми заявкамии обслуживанием прерван-

ных заявок заново 
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Таким образом, рассмотрена RQ-система M|GI|GI|1 с вызываемыми заявками, 

ненадежным прибором и обслуживанием прерванных заявок заново. Для предло-

женной модели найдено распределение вероятностей состояний прибора, условие 

существования стационарного режима и получено допредельное распределение 

числа заявок в системе. 

 Тандемные RQ-системы с общей орбитой  

Тандемные системы массового обслуживания представляют собой системы, 

которые обладают свойствами как СМО, так и СеМО. В самом простейшем случае 

такие системы могут рассматриваться как сети массового обслуживания с линей-

ной топологией [165].  

Тандемные СМО используются для моделирования процесса обработки, в ко-

тором входящие запросы обслуживаются последовательно на нескольких этапах. 

Потребность в последовательных сервисах возникает при обработке запросов в 

call-центрах [163, 173], при управлении потоком данных между элементами муль-

тиагентной робототехнической системы [31] и т.  д. 

Если в тандемных системах буфер оказывается заполнен, то необслуженный 

запрос теряется [112]. В диссертационной работе представлены тандемные си-

стемы с бесконечной орбитой, что позволяет избежать потерь запросов.  

В данной главе рассмотрим математические модели тандемных систем с по-

вторными вызовами и общей орбитой.  

 Тандемная RQ-система с общей орбитой и входящим ММРР-потоком 

Рассмотрим (рисунок 2.7) RQ-систему c двумя последовательно обслужива-

ющими приборами, на вход которой поступает ММРР поток. Если заявка входя-

щего потока обнаруживает первый прибор свободным, то она встает на прибор и 

обслуживается в течении экспоненциально-распределенного времени с парамет-

ром µ1, после чего обращается ко второму прибору. Если второй прибор свободен, 

заявка встает на него и обслуживается в течении экспоненциально-распределен-
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ного времени с параметром µ2. Если заявка входящего потока застает первый при-

бор занятым, она мгновенно отправляется на орбиту, где после случайной экспо-

ненциально-распределенной задержки с параметром σ снова пытается встать на об-

служивание на первый прибор. Если заявка после обслуживания на первом приборе 

застает второй прибор занятым, она мгновенно отправляется на ту же орбиту, где 

после случайной экспоненциально-распределенной задержки с параметром σ снова 

пытается встать на обслуживание на первый прибор. 

 

Рисунок 2.7 – Тандемная RQ-система с общей орбитой и  

входящим ММРР-потоком 

 

Введем обозначения: процесс m(t) – цепь Маркова, управляющая ММРР-по-

током, заданная матрицей инфинитезимальных характеристик Q с элементами qvm, 

, 1,v m M ; набор неотрицательных величин λm ≥ 0; процесс k(t) – состояние прибо-

ров в момент времени t: 0, если оба прибора свободны; 1, если первый прибор занят, 

второй свободен; 2, если первый прибор свободен, второй занят; 3, если оба при-

бора заняты; процесс i(t) – число заявок, находящихся на орбите в момент времени 

t. 

Ставится задача нахождения распределения вероятностей числа заявок i(t) на 

орбите в рассматриваемой системе. 

Обозначим вероятности 

( , , ) { ( ) , ( ) , ( ) }.kP m i t P k t k m t m i t i          (2.55) 
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Случайный процесс {k(t), m(t), i(t)} является марковским. Для распределения 

вероятностей (2.55) составим систему дифференциальных уравнений Колмогорова 

0
0 2 2 2 0

( , , )
( ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ,m vm

v

P m i t
i P m i t P m i t P v i t q

t


       


  

1
1 1 1

( , , )
( ) ( , , ) ( , 1, )m m

P m i t
P m i t P m i t

t


        


 

0 0 2 3 1( , , ) ( 1) ( , 1, ) ( , , ) ( , , ) ,m vm

v

P m i t i P m i t P m i t P v i t q        

2
2 2

( , , )
( ) ( , , )m

P m i t
i P m i t

t


       


 

1 1 1 3 1( , , ) ( , 1, ) ( , , ) ,vm

v

P m i t P m i t P v i t q     

3
1 2 3

( , , )
( ) ( , , )m

P m i t
i P m i t

t


         


 

3 3( , 1, ) ( , , ) .m vm

v

P m i t P v i t q          (2.56) 

Введем частичные характеристические функции, обозначив 1j    

0

( , , ) ( , , )jui

k k

i

H m u t e P m i t




 .         (2.57) 

Систему уравнений (2.56) перепишем для функций (2.57) в виде 

0 0
0 2 2 0

( , , ) ( , , )
( , , ) ( , , ) ( , , )m vm

v

H m u t H m u t
H m u t H m u t H v u t q j

t u

 
     

 
 , 

  1
1 1

( , , )
1 ( , , )ju

m

H m u t
e H m u t

t


    


 

0
0 2 3 1

( , , )
( , , ) ( , , ) ( , , ) ,ju

m vm

v

H m u t
H m u t H m u t H v u t q j e

u

 
    


  

2
2 2

( , , )
( ) ( , , )m

H m u t
H m u t

t


     


 

2
1 1 1 3 1

( , , )
( , , ) ( , , ) ( , , ) ,ju

vm

v

H m u t
H m u t e H m u t H v u t q j

u
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  3
1 2 3

( , , )
1 ( , , )ju

m

H m u t
e H m u t

t


     


 

3
3

( , , )
( , , ) .vm

v

H m u t
H v u t q j

u


  


     (2.58) 

Для компактности дальнейших выкладок определим вектор-строки 

 ( , ) (1, , ), (2, , ),..., ( , , )k k k ku t H u t H u t H M u tH , 1,m M ,      (2.59) 

и вектор строку 

H(u, t) = {H0(u, t), H1(u, t), H2(u, t), H3(u, t)}, 

блочные матрицы 

1 1

2 2

2 1 2

( )

( )

( )

 
 

   
 
    
 

      

Q Λ Λ O O

O Q Λ I I O
A

I O Q Λ I Λ

O I O Q Λ I I

 

1

 
 
 
 
 

 

O O O O

O Λ O O
B

O O O O

O O I Λ

  
0

 
 
 
 
 
 

I O O O

O O O O
I

O O I O

O O O O

 
1

 
 
 
 
 
 

O I O O

O O O O
I

O O O I

O O O O

. (2.60) 

Здесь все блоки имеют размерность M×M, О – нулевой блок размерности 

M×M. Используя указанные матрицы систему уравнений (2.58) для вектор-строки 

H(u, t) перепишем в компактном виде: 

   0 1

( , ) ( , )
( , ) ju juu t u t
u t e j e

t u

 
    

 

H H
H A B I I .        (2.61) 

Просуммируем все уравнения системы (2.61) домножением на единичный 

вектор столбец е, размерности 4M 

   0 1

( , ) ( , )
( , ) ju juu t u t
u t e j e

t u

 
    

 

H H
e H A B e I I e . 

Учитывая   0 A B е  и  0 1 0 I I е , получим скалярное равенство: 

  1

( , ) ( , )
1 ( , )ju juu t u t

e u t j e
t u

  
    

  

H H
е H B I е . 

Матричное уравнение (7) и полученное скалярное уравнение имеют вид: 
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   0 1

( , ) ( , )
( , ) ju juu t u t
u t e j e

t u

 
    

 

H H
H A B I I , 

  1

( , ) ( , )
1 ( , )ju juu t u t

e u t j e
t u

  
    

  

H H
е H B I е .            (2.62) 

Отметим тот факт, что система (2.62) для подобной тандемной системы М|M|М|1 с 

общей орбитой и простейшим входящим потоком с интенсивностью λ имеет такой 

же вид 
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где вектор H(u, t), матрицы A, B, I0, I1 имеют вид 

 0 1 2 3( , ) ( , ), ( , ), ( , ), ( , )u t H u t H u t H u t H u tH , 

1 1

2 2

2 1 2

0 0

0 ( ) 0

0 ( )

0 0 ( )

  
 

    
 
      
 

       

A , 

1
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0 0 0

0 0 0 0

0 0

 
 


 
 
 

  

B , 
0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

I , 
1

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

I . (2.64) 

Эти системы уравнений (2.62) и (2.63) являются основными в дальнейших 

исследованиях. 

 Многолинейные RQ-системы 

В настоящее время облачные вычисления используют многие компании. 

Даже в повседневной деятельности мы используем множество видов сервисов сов-

местного использования, основанных на облачных вычислениях, таких как 

Dropbox, Slack, Overleaf и т. д. 
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Облачные вычисления еще более важны при удаленной работе для значи-

тельной части нашего общества. Облачные вычисления поддерживаются центрами 

обработки данных, в которых доступно огромное количество серверов. 

Эти серверы потребляют огромное количество энергии, поэтому экономия 

энергии имеет решающее значение для управления центрами обработки данных и 

облачных вычислений. Поскольку пользовательский трафик имеет пиковую и не-

пиковую природу, желательно, чтобы больше ресурсов сервера выделялось в пе-

риод пика, а меньше ресурсов выделялось в период не пика. 

Кроме того, поскольку пользовательский трафик изменяется стохастически, 

необходимы такие политики управления, которые добавляют больше ресурсов, ко-

гда рабочая нагрузка велика, и освобождают ресурсы, когда рабочая нагрузка не-

большая. Тот же механизм наблюдается и в сетях 5G с виртуализацией сетевых 

функций (NFV) [233, 239]. Исходя из этих ситуаций, было предложено множество 

механизмов энергосбережения [146, 147]. 

Одним из наиболее естественных механизмов является политика On-Off, при 

которой сервер выключается, если у него нет работы, и снова включается после 

получения задания. Однако, если сервер находится в состоянии Off, он не может 

быть активен сразу для обслуживания. Ему требуется время настройки, в течение 

которого сервер не может выполнить работу, но потребляет энергию. Эти модели 

являются достаточно сложными для исследования, поскольку описывающая си-

стему цепь Маркова имеет неоднородную структуру. 

Более того, в реальных системах запрос может быть заблокирован, если ре-

сурс не выделен, то есть все серверы заняты во время прихода нового запроса. На 

практике, если запрос заблокирован, через некоторое время протокол переподклю-

чится. Это время является случайным и зависит от количества повторных попыток. 

В некоторых приложениях интервал повторных попыток удваивается для двух по-

следовательных блокировок. 

Большинство авторов рассматривают однолинейные системы с повторными 

вызовами и/или системы с повторными вызовами и экспоненциально распределен-

ным временем обслуживания.  
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Рассмотрим многолинейные системы с повторными вызовами двух видов: N-

линейную систему с запросами и гиперэкспоненциальным временем обслуживания 

и N-линейную систему с повторными вызовами и специальным обслуживанием. 

Гиперэкспоненциальное распределение оправдано тем, что таким распределением 

вероятностей неотрицательных случайных величин из достаточно широкого класса 

распределений. 

 RQ-система M|H2|N 

Рассмотрим N-линейную систему (рисунок 2.6) с повторными вызовами 

M|H2|N, на вход которой поступает простейший поток заявок с интенсивностью λ, 

а время обслуживания случайное с гиперэкспоненциальной функцией распределе-

ния B(x) 

   1 2

1 2( ) 1 1x xB x q e q e     , 

где µ1 > 0, µ2 > 0, 0 < q1 < 1, q1 + q2 = 1. 

Заявка входящего потока, поступая в систему и обнаруживая хотя бы один из 

N приборов свободным, занимает его, а прибор начинает ее обслуживание в тече-

ние случайного времени с функцией распределения B(x). Если же заявка, поступая 

в систему, обнаруживает, что все приборы заняты, она мгновенно уходит на орбиту 

и осуществляет там случайную задержку в течение экспоненциально-распределен-

ного времени с параметром σ, после которой вновь обращается к обслуживающим 

приборам. Если хотя бы один из них свободен, то эта заявка реализует повторное 

(отложенное) обслуживание. Если в момент обращения заявки с орбиты вновь все 

приборы заняты, то обратившаяся к приборам заявка повторяет цикл экспоненци-

альной задержки на орбите. 
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Рисунок 2.8 – N-линейная RQ-система M|H2|N 

 

Обозначим n(t) – число занятых приборов в системе в момент времени t, 

0,n N , i(t) – число заявок на орбите в момент времени t. 

Ставится задача нахождения стационарного двумерного распределения веро-

ятностей 

P(n, i) = P{n(t) = n, i(t) = i} 

числа занятых приборов и числа заявок на орбите в N-линейной системе M|H2|N с 

повторными вызовами.  

Состояния предложенной системы в момент времени t определим трехмер-

ным процессом {n1(t), n2(t), i(t)}, где i(t) – число заявок на орбите, n1(t), n2(t) – число 

приборов, занятых на первой и второй фазах соответственно. Для трехмерного рас-

пределения вероятностей этого процесса  

P{n1(t) = n1, n2(t) = n2, i(t) = i} = P(n1, n2, i, t), 

будет составлена система дифференциальных уравнений Колмогорова, которую 

перепишем для частичных характеристических функций. Найдя трехмерное рас-

пределение вероятностей P(n1, n2, i, t) не трудно составить двумерное маргинальное 

распределение вероятностей 
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Запишем равенства для трехмерного распределения: 

при 1 2 1n n N   : 

    1 2 1 1 2 2 1 2( , , , ) 1 1 1 1 ( , , , )P n n i t t t n t n t i t P n n i t              
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     1 1 1 2 2 2 1 21 ( 1, , , ) 1 ( , 1, , )n tP n n i t n tP n n i t o t            , 

при 1 2n n N  : 

   1 2 1 1 2 2 1 2( , , , ) 1 1 1 ( , , , )P n n i t t t n t n t P n n i t            

1 1 2 2 1 2 1 2( 1, , , ) ( , 1, , ) ( , , 1, )q tP n n i t q tP n n i t tP n n i t           

     1 1 2 2 1 21 ( 1, , 1, ) 1 ( , 1, 1, )q i tP n n i t q i tP n n i t o t            , 

из которых получим систему дифференциальных уравнений Колмогорова: 

при 1 2 1n n N   : 
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Введем частичные характеристические функции, обозначив 1j  
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для которых систему уравнений (2.65) перепишем в виде: 

при 1 2 1n n N   : 
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.             (2.66) 

Для компактности дальнейших записей определим линейные однородные конечно 

разностные операторы A, B, I0, I1 двух дискретных переменных n1 и n2, применяя 

которые систему уравнений (2.66) для матричной функции H(u, t) = {H(n1, n2, u, t)} 

перепишем в компактном виде, обозначив  
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H A B I I .  (2.67) 

Вид операторов, очевидно, определяется предыдущей системой равенств. 

Здесь, аналогично произведению вектора строки на матрицу, операторы записаны 

справа от матричной функции, на которую они действуют. Определим оператор E 

суммирования по всем значениям n1 и n2 дискретных переменных, удовлетворяю-

щих условию 1 2n n N  . Применяя этот оператор суммирования к равенству 

(2.67), получим скалярное уравнение, учитывая, что (А + В)E = 0, (I0 – I1)E = 0: 
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Таким образом, система (2.67) в операторном виде и полученное скалярное 

уравнение имеют вид: 
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Эта система будет основной в дальнейших исследованиях. 

 RQ-система М|M, M|1 с двухфазным специальным обслуживанием 

Рассмотрим RQ-систему (рисунок 2.9) c N обслуживающими приборами, на 

вход которой поступает простейший поток заявок с интенсивностью λ.  
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Рисунок 2.9 – N-линейная RQ-система M|М, М|N со специальным обслуживанием 

 

Заявка входящего потока, поступая в систему, занимает любой из свободных 

приборов. Обслуживание прибора разбито на две фазы. На первой фазе заявка об-

служивается в течение экспоненциально-распределенного времени с параметром 

μ1. После обслуживания на первой фазе, заявка мгновенно переходит на вторую 

фазу и обслуживается на ней в течение экспоненциально-распределенного времени 

с параметром μ2. Завершив обслуживание на второй фазе, заявка покидает систему.  

Если же заявка, поступая в систему, обнаруживает, что все приборы заняты 

на любой из двух фаз, она мгновенно уходит на орбиту и осуществляет там случай-

ную задержку в течение экспоненциально-распределенного времени с параметром 

σ.  

Двухфазное обслуживание в рассматриваемой RQ-системе названо специаль-

ным потому, что оно обладает следующей особенностью. 

Если в момент окончания обслуживания на второй фазе и освобождения при-

бора, в системе имеется хотя бы одна заявка, обслуживаемая на первой фазе, то она 

мгновенно переходит на освободившийся прибор и сразу начинает обслуживание 
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на второй фазе с интенсивностью μ2, тем самым сокращает свое полное двухфазное 

время обслуживания. 

Обозначим: процесс n1(t) – число приборов, занятых на первой фазе; процесс 

n2(t) – число приборов, занятых на второй фазе; процесс i(t) – число заявок на ор-

бите. 

Ставится задача нахождения стационарного распределения вероятностей 

числа заявок на орбите. 

Рассмотрим трехмерный марковский процесс {n1(t), n2(t), i(t)}. Для распреде-

ления вероятностей  

P{n1(t)= n1 n2(t)= n2, i(t) = i}= P(n1, n2, i, t) 

составим систему дифференциальных уравнений Колмогорова. Запишем равенства 

при n1 + n2 = 0: 
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Запишем систему дифференциальных уравнений Колмогорова: 
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Введем частичные характеристические функции  
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тогда систему (2.69) перепишем в виде: 
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Аналогично предыдущему разделу, для компактности дальнейших выкладок 

определим двумерные конечно-разностные операторы A, B, I0, I1 двух дискретных 

переменных n1 и n2: 
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Применяя указанные операторы систему уравнений (2.70) для матричной 

функции H(u, t) = {H(n1, n2, u, t)} перепишем в компактном виде 
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Просуммируем все уравнения системы (2.70), получим скалярное равенство: 
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Определим операторы суммирования E1, по n1 + n2 = N и E2 по 

n1 + n2 ≤ N – 1, обозначив E = E1 + E2. Применяя эти операторы суммирования к ра-

венству (2.71), получим скалярное уравнение 

       1 2( , ) ( , ) 1 1 ( , )ju juu t u t e j e u t
t u
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Таким образом, система (2.71) в операторном виде и полученное скалярное 

уравнение имеют вид: 

   0 1

( , ) ( , )
( , ) ju juu t u t
u t e j e

t u

 
     

 

H H
H A B I I , 

     1 2( , ) 1 ( , ) ( , )ju juu t e u t j e u t
t u

  
     

  
H E H E H E .         (2.72) 

Эта система уравнений является основной в дальнейших исследованиях. 

 Резюме 

В данной главе представлены RQ-системы различной конфигурации, а 

именно, RQ-системы с разнотипными вызываемыми заявками, ненадежным прибо-

ром, тандемные RQ-системы с общей орбитой, многолинейные RQ-системы. Для 

распределения вероятностей состояний процессов, описывающих функционирова-

ние систем, построены системы дифференциальных уравнений Колмогорова. 

Для ряда RQ-систем удалось провести их исследование в допредельной ситу-

ации и найти распределение вероятностей блока обслуживания и числа заявок на 

орбите в виде характеристической функции, определяющей распределение вероят-

ностей обратным преобразованием Фурье.  

Для остальных RQ-систем, рассмотренных в этой главе, получены системы 

уравнений для частичных характеристических функций, определяющих распреде-

ления вероятностей их состояний. Решение этих систем уравнений будет быпол-

нено методами асимптотического и асимптотически-диффузионного анализа в Гла-

вах 3–5.  

Для RQ-систем с ненадежным прибором и вызываемыми заявками были по-

лучены условия существования стационарного режима при дообслуживании за-

явок после поломок прибора и обслуживании прерванных заявок заново. Получены 

распределения вероятностей состояний прибора и найдена характеристическая 

функция числа заявок в системе при условии обслуживания прерванных заявок за-

ново. Обнаружено нестационарное свойство, определяемое равенством (2.45), та-

ких систем.  
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Результаты, представленные в настоящей главе, опубликованы в работах ав-

тора [92, 51, 62, 49, 43, 174, 70, 71, 196, 216, 229]. 
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 Методы асимптотического анализа и их модификации 

 

 

 

Исследования RQ-систем, рассмотренных в данной главе, достаточно ши-

роко представлены в литературе. В частности, для большого класса систем с по-

вторными вызовами, с простейшим входящим потоком и экспоненциальным вре-

менем обслуживания (марковские RQ-системы) получены допредельные характе-

ристики. RQ-системы с коррелированными входящими потоками и произвольным 

временем обслуживания заявок (немарковских RQ-систем), как правило, исследу-

ются численно.  

Обычно для анализа немарковских RQ-систем применяют метод дополни-

тельной переменной, что достигается построением многомерных марковских про-

цессов. Исследование таких процессов выполняется определением их распределе-

ний вероятностей, выводом уравнений Колмогорова и решением этих уравнений. 

Это позволяет найти совместное многомерное распределение вероятностей значе-

ний исследуемого процесса и той дополнительной переменной или переменных, 

которые вводятся. Далее, применяя условие согласованности многомерных распре-

делений, можно найти одномерное маргинальное распределение вероятностей зна-

чений исследуемого процесса. 

Так в RQ-системах с коррелированными входящими потоками для исследо-

вания процесса числа заявок на орбите нужно дополнить его компонентами, кото-

рые содержат необходимую информацию о входящем потоке. Например, для 

ММРР-потока это будет управляющий этим потоком процесс.  

Методы, которые предлагаются в данной главе это модификации методов 

асимптотического анализа, которые представлены в [63] и широко применимы при 

анализе систем массового обслуживания различной конфигурации [14]. При реали-

зации данных модификаций предлагаются оригинальные алгоритмы (подходы), ко-

торые определяются видом исследуемой математической модели.   
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Предложенные методы реализуются при исследовании систем массового об-

служивания в различных предельных условиях, например, большой задержки за-

явок на орбите. При исследовании RQ-систем с вызываемыми заявками предло-

жены новые асимптотические методы, реализованные в предельных условиях дли-

тельного обслуживания вызываемых заявок и высокой интенсивности вызывания 

заявок.  

В настоящей главе представлены исследования RQ-систем с вызываемыми 

заявками, RQ-систем с ненадежным прибором, тандемных RQ-систем с общей ор-

битой, которые выполнены методами асимптотического анализа. Решается задача 

нахождения распределения вероятностей числа заявок на орбите в стационарном 

режиме функционирования систем. 

 Исследование RQ-систем с разнотипными вызываемыми заявками в 

различных асимптотических условиях 

В предложенном разделе основными методами исследования являются ме-

тоды асимптотического анализа, которые позволяют для RQ-системы MMPP|M|1 c 

N типами вызываемых заявок найти вид предельного распределения вероятностей 

числа заявок на орбите в различных асимптотических условиях.  

 Выбор предельного условия 

В данном разделе будут рассмотрена RQ-система с MMPP входящим пото-

ком, экспоненциальным временем обслуживания и разнотипными вызываемыми 

заявками. Для построенной математической модели выведена система дифферен-

циальных уравнений Колмогорова. С помощью методов асимптотического анализа 

получены характеристические функции числа заявок на орбите в различных пре-

дельных условиях: согласованно высокой интенсивности вызывания заявок, согла-

сованно длительного обслуживания вызываемых заявок и большой задержки за-

явок на орбите. В каждом из вышеуказанных предельных условий будут построены 

аппроксимации распределения вероятностей числа заявок на орбите в соответству-

ющей системе с использованием полученных асимптотических характеристик. С 
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помощью расстояния Колмогорова определена точность полученных аппроксима-

ций в сравнении с результатами численного или имитационного моделирования. 

Приведены численные примеры при различных наборах параметров исследуемых 

систем. 

 Асимптотический анализ RQ-системы MMPP|M|1 с N типами 

вызываемых заявок в предельном условии большой задержки заявок на 

орбите 

В этом разделе приведено исследование RQ-системы MMPP|M|1 с разнотип-

ными вызываемыми заявками в предельном условии большой задержки заявок на 

орбите (σ → 0). Применяя метод асимптотического анализа, мы получим асимпто-

тические среднее и дисперсию числа заявок на орбите и докажем, что асимптоти-

ческая характеристическая функция числа заявок на орбите является характеристи-

ческой функцией гауссовской случайной величины.  

В Главе 2 была получена система (2.7)  
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  1 1 0 0( ) 1 ( ) ( ) 0ju juu e u j e u       H Q Λ I H Λ H , 

   0( ) 1 ( ) 0, 2,ju

n n nu e u n N     H Q Λ I H . 

и вспомогательное уравнение (2.8) 
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( ) ( ) 0
N

ju

k

k

j e u u



  H е H Λe . 

Асимптотика первого порядка. Обозначим σ = ε, в системе уравнений (2.7) 

и уравнении (2.8) выполним замены  

u = εw, ( ) ( , ), 0,k ku w k N  H F ,    (3.1) 

здесь ε – малый положительный параметр. Обозначение σ = ε определяет асимпто-

тическое условие большой задержки заявок на орбите, при выполнении которого 

число i(t) заявок на орбите неограниченно возрастает. Для компенсации этого не-
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ограниченного возрастания выполняется замена wu  . В силу определения харак-

теристической функции H(u) = H(u)e эта замена эквивалентна рассмотрению 

класса стационарных процессов σi(t). 

Получим систему 
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Решение Fk(w, ε) будем искать в классе функций, для которых существует 

0
lim ( , ) ( ), 0,k kw w k N


  F F  и предел производной по w 0
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Теорема 3.1 Пусть i(t) – число заявок на орбите в RQ-системе MMPP|M|1 с 

разнотипными вызываемыми заявками, то выполняется предельное равенство  

1( )

0
lim jwjwi tMe e 


 ,     (3.3) 

где κ1 является решением следующего уравнения 
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Здесь вектор-строка r – стационарное распределение вероятностей процесса 

m(t), которое можем найти из системы уравнений: rQ = 0, re = 1; I – единичная 

матрица, е – единичный вектор-столбец.  

Доказательство. Перейдем к пределу при ε → 0 в системе (3.2) 
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 1 1 0 0( ) ( ) ( ) 0w w j w   F Q I F Λ F , 

  0( ) ( ) 0, 2,n n nw w n N   F Q I F .   (3.5) 
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Решение системы (3.5) будем искать в виде 

kk ww rF )()(  , 0,k N       (3.7) 

где Φ(w) – скалярная характеристическая функция процесса σi(t) при σ →0. Здесь 

rk, 0,k N  – векторы стационарного двумерного распределения вероятностей со-

стояний прибора k и состояний m ММРР-потока. Подставляя (3.7) в систему (3.5)–

(3.6), получим 
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Так как отношение 
( )

( )

w
j

w




 не зависит от w, то скалярная функция )(w  

имеет вид 

1( ) exp{ }w jw   , 

что и утверждается в формулировке теоремы. Здесь 
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. Подставим это 

значение в систему (3.8), тогда 
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  0 0, 2,n n n n N   r Q I r ,           (3.9) 
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Рассмотрим условие согласованности многомерных распределений для ста-

ционарного распределения вероятностей состояний прибора 

0

N

k

k

r r , 

где r – вектор стационарного распределения вероятностей цепи Маркова k(t), 

управляющей входящим ММРР-потоком, который удовлетворяет системе уравне-

ний  

rQ = 0,  re = 1. 

Из второго и третьего уравнений системы (3.9) запишем выражения 
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Подставляя полученные выражения (3.11) и (3.12) в условие согласованно-

сти, получим следующее уравнение 
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откуда получим 
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Теперь два равенства (3.11) и (3.12) подставим в скалярное уравнение (3.10), 

получим уравнение, которое определяет величину r0: 
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Подставляя сюда r0 из (3.13), получим уравнение для нахождения κ1 
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которое совпадает с (3.4). Теорема доказана. 

Асимптотика первого порядка или доказанная теорема 3.1 определяет лишь 

асимптотическое среднее значение κ1 числа заявок на орбите в системе MMPP|M|1 

с разнотипными вызываемыми заявками в предельном условии большой задержки 

заявок на орбите. Для более детального исследования процесса i(t) рассмотрим 

асимптотику второго порядка. 

Асимптотика второго порядка. Для центрированного случайного процесса 

i(t) рассмотрим частичные характеристические функции  
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В системе (2.7) и уравнении (2.8) сделаем следующую замены 
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получим систему 

(2)
(2) (2) 0
0 1

2 1

( )
( ) ( ) 0

N N

n k k

n k

d u
u u j

du 

 
          

 
 

H
H Q Λ I I H ,  

    
(2)

(2) (2) 0
1 1 0 1

( )
( ) 1 ( ) 0ju ju ju d u
u e u e j e

du

         
H

H Q Λ I H Λ I , 

  (2) (2)

0( ) 1 ( ) 0, 2,ju

n n nu e u n N     H Q Λ I H ,     (3.15) 

(2)
(2)0

1

( )
( ) 0

N
ju

k

k

d u
j e u

du





  
H

е H Λe .         (3.16) 

Обозначим  

σ = ε2, 

и сделаем замены в системе (3.15) и скалярном уравнении (3.16) 

u = εw,    
(2) (2)( ) ( , ), 0,k ku w k N  H F .   (3.17) 
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Аналогично асимптотике первого порядка обозначение σ = ε2 определяет 

асимптотическое условие большой задержки заявок на орбите, при выполнении ко-

торого возрастают значения центрированного процесса i(t) – κ1/σ. Для компенсации 

этого возрастания выполняется замена в (3.17) u = εw, которая в силу равенства 

(3.15) эквивалентна рассмотрению класса процессов  

1( )i t
 

  
 

, 

для которых ниже будет показана сходимость по распределению при 0 .  

Отметим, что асимптотики первого и второго порядков рассматриваемого 

метода асимптотического анализа аналогичны закону больших чисел и централь-

ной предельной теореме теории вероятностей. 

Тогда получим систему 
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Решение 
(2) ( , )k w F  будем искать в классе функций, для которых существует 

предел (2) (2)

0
lim ( , ) ( ), 0,k kw w k N
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F F
. Докажем следующую теорему.  

Теорема 3.2 Пусть i(t) – число заявок на орбите в RQ-системе MMPP|M|1 с 

разнотипными вызываемыми заявками, то в контексте теоремы 3.1 выполняется 

предельное равенство 
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где κ1 является решением уравнения (3.4), величина κ2 определяется равенством 
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Здесь векторы gk и φk определяются системами уравнений: 
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     g g Λ I r I Q , 
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   g g I Q , 
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0
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k

g e .            (3.22) 
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       φ φ Λ I rΛ r I Q , 
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     φ φ r Λ I Q , 
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 φ Q Λ I I Λ I I Q I Q  
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         r rΛ I Q r Λ I Q , 

0

0
N

k

k

φ e .                                                    (3.23) 

I – единичная матрица, е – единичный вектор-столбец; векторы rk, 0,k N  – век-

торы стационарного двумерного распределения вероятностей состояний прибора 

k и состояний m ММРР-потока определяются равенствами (3.11)–(3.13). 

Доказательство. Решение системы уравнений (3.18) будем искать в виде 

   (2) 2

2( , ) ( )k k kw w j w O      F r f , 0,k N          (3.24) 
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где Φ(w) – скалярная характеристическая функция процесса 1( )i t
 

  
 

 при 

σ → 0. Здесь rk, 0,k N  – векторы стационарного двумерного распределения веро-

ятностей состояний прибора k и состояний m ММРР-потока. Подставим разложе-

ние (3.24) в систему (3.18) и уравнение (3.19) 

0 1 2 2 0

2 1

( ) ( )
N N

n k k

n k

w j w
 

  
            

  
 r Q Λ I I r r  

 2
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1 1 0 1 1 1 0 2( )j w w O            f Q I f Λ I rΛ r , 

  0 2( )n n n w      r Q I r  
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0 2( ) , 2,n n n nj w w O n N          f Q I f r Λ , 

2 0 1 0 2

1
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r е r Λe r е  
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1 0 1 0 2

1

( )
N

k

k

j w w O


 
         

 
f Λe f е r е .    (3.25) 

Поделим уравнения на jwεΦ2(w) и, с учетом (3.9), (3.10) в пределе при ε → 0 полу-

чим 

2
0 1 0

2 1 2

( )
0

( )

N N

n k k

n k

w

w w 

 
         

 
 f Q Λ I I f r , 

   2
0 1 1 0 1 1 1 0

2
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0
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r f Q I f Λ I rΛ r , 

  0 0, 2,n n n n n N    f Q I f r Λ ,   (3.26) 

2
0 1 0 1 0
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( )
0
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N

k
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w

w w 


     


r е f Λe f е r е .             (3.27) 
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Так как отношение 2

2

( )

( )

w

w w




 не зависит от w, то скалярная функция Φ2(w) 

имеет вид 

 
2

2 2( ) exp
2

jw
w

  
   

  

, 

что и утверждается в формулировке теоремы. Здесь 2
2

2

( )

( )

w

w w


 


. Подставим это 

значение в систему (3.26) и уравнение (3.27), тогда 

0 1 2 0

2 1

N N

n k k

n k 

 
         

 
 f Q Λ I I f r , 

   0 1 1 1 1 0 2 0 1        f Λ I f Q I r r rΛ , 

  0 , 2,n n n n n N    f Q I f r Λ ,    (3.28) 

1 0 2 0 1 0

1

N

k

k

     f е f Λe r е r е .         (3.29) 

Неоднородная система уравнений (3.28) аналогична однородной системе 

уравнений (3.9), следовательно, применяя принцип суперпозиции решений неодно-

родных систем линейных алгебраических уравнений, учитывая вырожденность 

матрицы системы, ранг которой на единицу меньше ее размерности, решение си-

стемы уравнений (3.28) можно записать в виде 

fk = Crk + κ2gk + φk, 0,k N ,      (3.30) 

где C – константа, компоненты векторов вероятностей rk являются решением си-

стемы (3.9), а векторы gk и φk являются частными решениями неоднородной си-

стемы (3.28), удовлетворяющие условиям 
0

0
N

k

k

g e  и 
0

0
N

k

k

φ e . Подставляя ре-

шение (3.30) в систему (3.28) и уравнение (3.29). Слагаемые, содержащие кон-

станту C уничтожаются. Объединяя коэффициенты при различных степенях κ2 в 

системы получим две системы уравнений для нахождения векторов gk и φk  
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 g Q Λ I I g r , 

   0 1 1 1 0     g Λ I g Q I r , 

  0 0, 2,n n n n N   g Q I g .          (3.31) 
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 φ Q Λ I I φ , 

   0 1 1 1 1 0 1      φ Λ I φ Q I r rΛ , 

  0 , 2,n n n n n N    φ Q I φ r Λ .             (3.32) 

   1 2 0 0 2 2 0 1 0

1

N

k k

k

         g φ е g φ Λe r е r е .  (3.33) 

Из систем уравнений (3.31) и (3.32) запишем следующие выражения 
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         r rΛ I Q r Λ I Q .   (3.35) 

Учитывая условия 
0

0
N

k

k

g e  и 
0

0
N

k

k

φ e  определим однозначно решения 

систем уравнений (3.34) и (3.35). Приводя подобные в уравнении (3.33), получим 

κ2 в явном виде 
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r e φ e φ Λe

r e g e g Λe

, 

который совпадает с (3.21). Теорема доказана. 

Теорема 3.2 показывает, что асимптотическая характеристическая функция 

числа заявок на орбите в RQ-системе MMPP|M|1 с разнотипными вызываемыми 

заявками в условии большой задержки заявок на орбите является характеристиче-

ской функцией гауссовской случайной величины с математическим ожиданием 

κ1/σ и дисперсией κ2/σ, что позволяет для допредельного распределения построить 

аппроксимацию. 

 Асимптотический анализ RQ-системы MMPP|M|1|N с N типами 

вызываемых заявок в предельном условии согласованно высокой 

интенсивности вызывания заявок 

Теперь рассмотрим предложенную во второй главе RQ-систему MMPP|M|1|N 

с N типами вызываемых заявок в предельном условии согласованно высокой ин-

тенсивности вызова заявок. Согласованность интенсивностей вызова заявок заклю-

чается в том, что интенсивности вызова заявок представляются в виде бесконечно 

малых величин одинаковой степени малости.  

Представим параметры RQ-системы в виде αn = αηn где 2,n N , и запишем 

уравнения (2.7) и (2.8) в виде 

0 0

2 1

( ) ( ) ( ) 0
N N

n k k

n k

u u j u
 

 
       

 
 H Q Λ I H H ,  

  1 1 0 0( ) 1 ( ) ( ) 0ju juu e u j e u       H Q Λ I H Λ H , 

   0( ) 1 ( ) 0, 2,ju

n n nu e u n N     H Q Λ I H .             (3.36) 

0

1

( ) ( ) 0
N

ju

k

k

j e u u



  H е H Λe .     (3.37) 
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В предложенных обозначениях предельное условие согласованно высокой 

интенсивности вызова заявок имеет вид α → ∞.  

Асимптотика первого порядка. Обозначим 1/   , в системе уравнений 

(3.36) и уравнении (3.37) выполним замены  

u = εw, 0 0( ) ( , ), ( ) ( , ), 1,k ku w u w k N     H F H F ,  (3.38) 

здесь   – малый положительный параметр. Обозначение 1/    предельное усло-

вие высокой интенсивности вызывания заявок. Для компенсации этого неограни-

ченного возрастания выполняется замена wu  . В силу определения характери-

стической функции H(u) = H(u)e эта замена эквивалентна рассмотрению класса 

процессов i(t) / α. 

Получим систему 

0
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F
е F Λe .   (3.39) 

Решение Fk(w, ε) будем искать в классе функций, для которых существует 

предел 
0

lim ( , ) ( ), 0,k kw w k N


  F F  и предел производной по w 

0
0

0

( , )
lim ( ).

w
w

w

 




F
F  

Теорема 3.3 Пусть i(t) – число заявок на орбите в RQ-системе MMPP|M|1 с 

разнотипными вызываемыми заявками, то выполняется предельное равенство  

1

( )

lim
i t

jw
jwMe e 


 ,    (3.40) 

где κ1 является положительным решением следующего уравнения 
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1 1 1
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N

n n

n







 
       

 
 r I Q I Q e rΛe ,  (3.41) 
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Здесь вектор-строка r – стационарное распределение вероятностей процесса 

m(t), которое можем найти из системы уравнений: rQ = 0, re = 1; I – единичная 

матрица, е – единичный вектор-столбец.  

Доказательство. Перейдем к пределу при ε → 0 в системе (3.39) 

0 0

2 1

( ) ( ) ( ) 0
N N

n k k

n k

w w j w
 

      F F F ,  

 1 1 0 0( ) ( ) ( ) 0w w j w   F Q I F Λ F , 

  0( ) ( ) 0, 2,n n nw w n N   F Q I F .   (3.42) 
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( ) ( ) 0
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j w w


  F е F Λe .    (3.43) 

Решение системы (3.42) будем искать в виде 

kk ww rF )()(  , 0,k N     (3.44) 

где Φ(w) – скалярная характеристическая функция процесса i(t)/α при α → ∞. Здесь 

rk, 1,k N  – векторы стационарного двумерного распределения вероятностей со-

стояний прибора k и состояний m ММРР-потока. Здесь r0 не имеет вероятностного 

смысла и является вектором вспомогательных констант. Подставляя (3.44) в (3.42) 

и (3.43), получим 
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w
j

w


  


r е rΛe .           (3.45) 

Здесь 
1

N

k

k

r r  условие согласованности многомерных распределений, где вектор 

r является стационарным распределением вероятностей состояний цепи Маркова 

m(t) и решением системы уравнений rQ = 0, re = 1.  
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Так как отношение 
( )

( )

w
j

w




 не зависит от w, то скалярная функция )(w  

имеет вид 

}exp{)( 1 jww , 

что и утверждается в формулировке теоремы. Здесь отношение 
1

( )
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w
j

w


 


. С 

учетом полученного, систему уравнений (3.45) перепишем 
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0
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n k k
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 r r , 

 1 1 1 0 0  r Q I r , 

  0 0, 2,n n n n N   r Q I r ,         (3.46) 

1 0 0  r е rΛe .         (3.47) 

Из второго и третьего уравнений системы (3.46) запишем выражения 

 
1

1 1 0 1


   r r I Q ,         (3.48) 
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0 , 2,n n n n N


   r r I Q .               (3.49) 

Подставляя полученные выражения в условие согласованности, получим сле-

дующее уравнение 
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откуда получим 
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r r I Q I Q .               (3.50) 

Подставляя (3.50) в уравнение (3.47), получим уравнение относительно иско-

мого неизвестного параметра κ1 
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 r I Q I Q e rΛe ,  

которое совпадает с (3.41). Теорема доказана. 
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Теорема 3.3 определяет асимптотическое среднее значение κ1 числа заявок на 

орбите в RQ-системе MMPP|M|1 с разнотипными вызываемыми заявками в пре-

дельном условии согласованно высокой интенсивности вызова заявок. Для более 

детального исследования случайного процесса i(t), перейдем к асимптотике вто-

рого порядка. 

Асимптотика второго порядка. Для центрированного случайного процесса 

i(t) рассмотрим частичные характеристические функции 

    1(2) ju

k ku u e H H . 

В системе (3.36) и уравнении (3.37) сделаем следующую замену 

  (2)

1( ) exp ( )k ku ju u H H ,        (3.51) 

получим систему 
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H

е H е H Λe .      (3.53) 

Обозначим  

α = 1/ε2, 

и сделаем замены в системе (3.15) и скалярном уравнении (3.16) 

u = εw,    
(2) 2 (2) (2) (2)

0 0( ) ( , ), ( ) ( , ), 1,k ku w u w k N     H F H F .  (3.54) 

Отметим, что асимптотики первого и второго порядков рассматриваемого 

метода асимптотического анализа аналогичны закону больших чисел и централь-

ной предельной теореме теории вероятностей. 

Тогда получим систему 
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Решение 
(2) ( , )k w F  будем искать в классе функций, для которых существует 

предел (2) (2)

0
lim ( , ) ( ), 0,k kw w k N


  F F  и предел производной по w 
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0 0
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F F
. Докажем следующую теорему.  

Теорема 3.4 Пусть i(t) – число заявок на орбите в RQ-системе MMPP|M|1 с 

разнотипными вызываемыми заявками, то в контексте теоремы 3.3 выполня-

ется предельное равенство 
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 ,    (3.57) 

где κ1 является решением уравнения (3.41), величина κ2 определяется равенством 
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.    (3.58) 

Здесь векторы gk и φk определяются системами уравнений: 
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φ e .                                                 (3.60) 

Векторы rk, 0,k N  – векторы стационарного двумерного распределения вероят-

ностей состояний прибора k и состояний m ММРР-потока определяются равен-

ствами (3.48)–(3.50), I – единичная матрица, е – единичный вектор-столбец; 

Доказательство. Решение системы уравнений (3.55) будем искать в виде раз-

ложения 

   (2) 2

2( , ) ( )k k kw w j w O      F r f , 0,k N       (3.61) 

где Φ2(w) – скалярная характеристическая функция процесса 1( )i t 


 при α → ∞. 

Здесь rk, 1,k N  – векторы стационарного двумерного распределения вероятностей 

состояний прибора k и состояний m ММРР-потока. Подставим разложение (3.61) в 

систему (3.55) и уравнение (3.56) 
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   2

0 2( ) , 2,n n n nj w w O n N           f Q I f r Λ , 

 2 0 1 0 2( ) ( )j w w    r е rΛe r е  

 2

1 0 1 0 2

1

( )
N

k

k

j w w O


 
       

 
f Λe f е r е .   (3.62) 

Поделим уравнения на jwεΦ2(w) и, с учетом (3.46) и (3.47), в пределе при ε → 0 

получим 

2
1 0 0

2 1 2

( )
0

( )

N N

n k k

n k

w

w w 

 
       

 
 f f r , 

 2
0 1 1 1 0 1 1 0

2

( )
0

( )

w

w w


       


r f Q I f rΛ r , 

  0 0, 2,n n n n n N    f Q I f r Λ ,   (3.63) 

2
0 1 0 1 0
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( )
0

( )

N

k

k

w

w w 


      


r е f Λe f е r е .        (3.64) 

Так как отношение 2

2

( )

( )

w

w w




 не зависит от w, то скалярная функция )(w  

имеет вид 

 
2

2 2( ) exp
2

jw
w

  
   

  

, 

что и утверждается в формулировке теоремы. Здесь 2
2

2

( )

( )

w

w w


 


. Подставим это 

значение в систему (3.26) и уравнение (3.27), тогда 

1 0 2 0

2 1

N N

n k k

n k 

 
      





 f f r , 

 1 0 1 1 1 0 2 0 1      f f Q I r r rΛ , 

  0 , 2,n n n n n N    f Q I f r Λ ,    (3.65) 

1 0 2 0 1 0

1

N

k

k

    f е f Λe r е r е .         (3.66) 
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Неоднородная система уравнений (3.65) аналогична однородной системе 

уравнений (3.46), следовательно, применяя принцип суперпозиции решений неод-

нородных систем линейных алгебраических уравнений, учитывая вырожденность 

матрицы системы, ранг которой на единицу меньше ее размерности, решение си-

стемы уравнений (3.65) можно записать в виде 

fk = Crk + κ2gk + φk, 0,k N ,    (3.67) 

где C – константа, компоненты векторов вероятностей rk являются решением си-

стемы (3.46), а векторы gk и φk являются частными решениями неоднородной си-

стемы (3.65), удовлетворяющие условиям 
0

0
N

k

k

g e  и 
0

0
N

k

k

φ e . Подставляя ре-

шение (3.67) в систему (3.65) и уравнение (3.66). Слагаемые, содержащие кон-

станту C, уничтожаются. Объединяя коэффициенты при различных степенях κ2 в 

системы получим две системы уравнений для нахождения векторов gk и φk  

1 0 0

2 1

N N

n k k

n k 

 
       
 
 g g r , 

 1 0 1 1 0    g g Q I r , 

  0 0, 2,n n n n N    g Q I g .         (3.68) 

1 0

2 1

0
N N

n k k

n k 

 
       
 
 φ φ , 

 1 0 1 1 1 0 1     φ φ Q I r rΛ , 

  0 , 2,n n n n n N     φ Q I φ r Λ .    (3.69) 

Из систем уравнений (3.68) и (3.69) запишем следующие выражения 

  
1

1 1 0 0 1


    g g r I Q , 

 
1

0 , 2,n n n n N


    g g I Q , 

   
11

0 1 1 1 1

2 2

N N
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 g I I I Q I Q  

 
1

0 1 0 1


   r r I Q .         (3.70) 
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1

1 1 0 1 1 0 1


     φ φ rΛ r I Q , 

  
1

0 , 2,n n n n n N


     φ φ r Λ I Q , 
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 φ I I I Q I Q  
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        r I Q r Λ I Q .   (3.71) 

Учитывая условия 
0

0
N

k

k

g e  и 
0

0
N

k

k

φ e  определим однозначно решения си-

стем уравнений (3.70) и (3.71). Приводя подобные в уравнении (3.66), получим яв-

ное выражение для κ2 

1 0 1 0

1
2

0 1 0

1

N

k

k

N

k

k





  

 
 

    
 





r e φ e φ Λe

r e g e g Λe

, 

который совпадает с (3.58). Теорема доказана. 

Теорема 3.4 показывает, что асимптотическая характеристическая функция 

числа заявок на орбите в RQ-системе MMPP|M|1 с разнотипными вызываемыми 

заявками в предельном условии согласованно высокой интенсивности вызывания 

заявок является характеристической функцией гауссовской случайной величиной 

с математическим ожиданием ακ1 и дисперсией ακ2. Это позволит построить ап-

проксимацию для допредельного распределения. 

 Асимптотический анализ RQ-системы MMPP|M|1 с N типами 

вызываемых заявок в предельном условии длительного обслуживания 

вызываемых заявок 

Рассмотрим предложенную модель RQ-системы MMPP|M|1 с N типами вы-

зываемых заявок в предельном условии согласованно длительного обслуживания 

вызываемых заявок. Согласованность длительностей обслуживания заключается в 

том, что параметры представляются в виде бесконечно малых величин одинаковой 
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степени малости. Представим параметры системы в виде µn = µηn, 2,n N  и запи-

шем систему (2.7) и уравнение (2.8) в виде 

0 1 1 0

2 2

( ) ( ) ( ) ( ) 0
N N

n n n

n n

u u u j u
 

 
         

 
 H Q Λ I H H H ,  

  1 1 0 0( ) 1 ( ) ( ) 0ju juu e u j e u       H Q Λ I H Λ H , 

   0( ) 1 ( ) 0, 2,ju

n n nu e u n N     H Q Λ I H .              (3.72) 

0

1

( ) ( ) 0
N

ju

k

k

j e u u



  H е H Λe .        (3.73) 

В предложенных обозначениях предельное условие согласованно длитель-

ного обслуживания вызываемых заявок имеет вид µ → 0.  

Асимптотика первого порядка. Обозначим µ = ε, в системе уравнений 

(3.72) и уравнении (3.73) выполним замены  

u = εw, 0 0( ) ( , ), ( ) ( , ), 1,k ku w u w k N     H F H F ,  (3.74) 

Получим систему 

0
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w e w j e

w

    
         



F
F Q Λ I F Λ , 

   0( , ) 1 ( , ) 0, 2,jw

n n nw e w n N        F Q Λ I F .       (3.75) 
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F
е F Λe .   (3.76) 

Решение Fk(w, ε) будем искать в классе функций, для которых существует 

предел 
0

lim ( , ) ( ), 0,k kw w k N


  F F  и предел производной по w 

0
0

0

( , )
lim ( ).

w
w

w

 




F
F  

Теорема 3.5 Пусть i(t) – число заявок на орбите в RQ-системе MMPP|M|1 с 

разнотипными вызываемыми заявками, то выполняется предельное равенство  
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  ,  (3.77) 

где  

1

2 1

,
N

n

n n

v



  

 


rΛe
.       (3.78) 

Здесь вектор-строка r – стационарное распределение вероятностей процесса 

m(t), которое определяется системой: rQ = 0, re = 1; I – единичная матрица, е – 

единичный вектор-столбец.  

Доказательство. Рассмотрим уравнения системы (3.75) и уравнение (3.76) в 

пределе при ε → 0 

1 1 0( ) ( ) 0w j w   F F ,  

 1 1 0( ) ( ) 0w j w   F Q I F , 

( ) 0, 2,n w n N F Q .          (3.79) 

0

1

( ) ( ) 0
N

k

k

j w w


  F е F Λe .       (3.80) 

Складывая первое и второе уравнения системы (3.79), получим выражения 

1( ) 0w F Q , 

( ) 0, 2,n w n N F Q ,            (3.81) 

 

с учетом которых запишем функции Fk(w) в следующем виде: 

( ) ( )k kw w F r , 0,k N ,    (3.82) 

где Φk(w) – скалярные характеристические функции при µ → 0. Далее подставим 

полученное разложение в уравнение (3.80) 

0

1

( ) ( ) 0
N

k

k

j w w


   F е rΛe . 

Обозначим 
1

 


rΛe
, тогда уравнение примет вид 
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0 1
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( ) ( ) 0
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k

j w w


    F е ,  

откуда выразим искомую функцию 
1

( ) ( )
N

k

k

w w
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( )
( )

j w
w


  



F е
.           (3.83) 

Домножим первое уравнение системы (3.79) на единичный вектор e и получим со-

отношение 

1 0

1

( ) ( )
j

w w


 


F e F e , 

откуда, с учетом (3.83), имеем равенство 

1( ) ( )w w F e , 

тогда можем также записать 

 
2 2

( ) ( ) 1 ( )
N N

n n

n n

w w w
 

     F е .    (3.84) 

В третьем уравнении системы (3.75) разложим экспоненты в ряд Тейлора и дом-

ножим на вектор e справа, разделим уравнение на ε и перейдем к пределу при 

ε → 0 

  0( ) ( ) 0, 2,n n nw jw w n N   F Λ I е F е . 

Подставляя в уравнение разложение (3.82), получим 

 1 0( ) ( ) 0, 2,n n nw jw w n N     F е . 

Обозначим F0(w)e = φ(w) и запишем выражение 

1

( )
( ) 0, 2,n

n
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w
w n N

jw

 
   

  
 

Суммируя полученные выражения по n, получим 
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откуда  
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Запишем  
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 , 

и подставим полученное выражение в первое уравнение системы (2.79), домножая 

его справа на вектор e 

  2 1
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( ) 0

1

N
n

n n

w
j w

jw

 
  

   
 .   (3.86) 

Решение φ(w) дифференциального уравнения (3.86) 
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 ,       (3.87) 

где C – константа интегрирования, которая будет определена далее. Теперь из 

(3.85) можем записать 
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 . 

Константу интегрирования C определим из условия Φ(0) = 1, запишем функцию 

Φ(w) в явном виде 
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 , где 
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N
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v






 , 

который совпадает с (3.77). Теорема доказана. 

  Точность аппроксимаций распределения вероятностей числа заявок на 

орбите в RQ-системе MМРР|M|1 с разнотипными вызываемыми заявками 

Построим аппроксимации распределений вероятностей числа заявок на ор-

бите в RQ-системах MMPP|M|1 с разнотипными вызываемыми заявками на основе 

полученных асимптотических характеристик систем, а также определим границы 

применимости аппроксимаций. Для сравнения двух распределений вероятностей 

предлагается использовать расстояние Колмогорова вида 
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       (3.88) 

где Pim(i) – распределение вероятностей числа заявок на орбите, полученное с по-

мощью имитационного моделирования, а Papp(i) – аппроксимация того же распре-

деления вероятностей, построенная на основе полученных асимптотических харак-

теристик исследуемой системы. 

В теоремах 3.1 и 3.2 показано, что предельное распределение вероятностей 

числа заявок на орбите в исследуемой системе является гауссовским с математиче-

ским ожиданием κ1/σ и дисперсией κ2/σ. Чтобы перейти от непрерывного распре-

деления вероятностей к дискретному, воспользуемся формулой  

( 0.5) ( 0.5)
( )

1 ( 0.5)
app

F i F i
P i

F

  


 
,    (3.89) 

здесь F(x) – функция распределения гауссовской случайной величины с парамет-

рами κ1/σ и 2


.  

Примем в качестве порогового значения ∆ = 0.05. Если расстояние Колмого-

рова Δ принимает значение не более 0.05, то будем говорить, что аппроксимация 

вполне приемлема, если Δ ≤ 0.03, то аппроксимацию будем называть достаточно 

точной, а если Δ ≤ 0.01, то назовем ее сверхточной. 

Зададим N = 4, µ1 = 1, µ2 = 2, µ3 = 3, µ4 = 4, α2 = 1, α3 = 2, α4 = 3, таким образом 

в системе три типа вызываемых заявок.  

1 0.2 0.8

0.5 1.5 1

0.8 1.2 2

 
 

 
 
  

Q ,      (3.90) 

Зададим матрицу Λ в следующем виде  

1 1
1

1

1 0 0

, 0 2 0

0 0 3

 
  

 
 
  

Λ
Λ Λ

rΛ e
,        (3.91) 

ρ – параметр загрузки системы, значение которого определяет значение интенсив-

ности входящего потока. Таким образом, варьируя параметр ρ загрузки системы, 
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мы можем задать такую матрицу Λ, элементы которой будут удовлетворять усло-

вию существования стационарного режима в системе. Вектор r является решением 

системы уравнений rQ = 0, re = 1.  

 

Таблица 3.1 – Расстояние Колмогорова 

∆  σ = 1 σ = 0.5 σ = 0.1 σ = 0.05 

ρ = 0.5 0.068  0.049 0.032 0.014 

ρ = 0.6 0.079  0.058 0.039 0.018 

ρ = 0.7 0.099  0.079 0.041 0.027 

 

Из данных, представленных в таблице 3.1, можем заключить, что точность 

аппроксимации растет с уменьшением параметра σ и уменьшается с ростом за-

грузки системы. Полужирным в таблице выделены те значения, при которых будем 

считать точность аппроксимации вполне приемлемой и достаточно точной. 

В теоремах 3.3 и 3.4 показано, что предельное распределение вероятностей 

числа заявок на орбите в исследуемой системе является гауссовским с математиче-

ским ожиданием ακ1 и дисперсией ακ2. Чтобы перейти от непрерывного распреде-

ления вероятностей к дискретному, воспользуемся формулой (3.89), где F(x) – 

функция распределения гауссовской случайной величины с параметрами ακ1 и дис-

персией ακ2. Примем в качестве порогового значения ∆ = 0.05. Зададим также N = 

4, σ = 1, µ1 = 1, µ2 = 2, µ3 = 3, µ4 = 4, η2 = 1, η3 = 2, η4 = 3, матрицы Q и Λ в виде (3.90) 

и (3.91) соответственно.  

 

Таблица 3.2 – Расстояние Колмогорова 

∆  α = 3 α = 5 α = 10 α = 50 

ρ = 0.2 0.057  0.038  0.022  0.012 

ρ = 0.5 0.096  0.067  0.051  0.026 

ρ = 0.7 0.146  0.122  0.086  0.027 
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Из данных, представленных в таблице 3.2, можем заключить, что точность 

аппроксимации растет с ростом параметра α и уменьшается с ростом загрузки си-

стемы. Полужирным в таблице выделены те значения, при которых будем считать 

точность аппроксимации вполне приемлемой и достаточно точной. 

В теореме 3.5 показано, что предельная характеристическая функция H(u) 

числа заявок на орбите в исследуемой системе имеет вид (3.77). Чтобы перейти от 

характеристической функции к распределению вероятностей, воспользуемся фор-

мулой  

1
( ) ( )

2

jui

appP i e H u du








 

. 

Примем в качестве порогового значения ∆ = 0.05. Зададим N = 4, σ = 1, µ1 = 1, η2 = 2, 

η3 = 3, η4 = 4, α2 = 1, α3 = 2, α4 = 3, матрицы Q и Λ в виде (3.90) и (3.91) соответ-

ственно.  

Таблица 3.3 – Расстояние Колмогорова 

∆  µ = 0.1 µ = 0.05 µ = 0.03 µ = 0.01 

ρ = 0.5 0.098  0.053  0.035  0.015  

ρ = 0.6 0.118  0.057  0.044  0.017 

ρ = 0.7 0.167  0.096  0.063  0.018 

Из данных, представленных в таблице 3.3 можем заключить, что точность 

аппроксимации растет с уменьшением параметра µ и уменьшается с ростом за-

грузки системы. Полужирным в таблице выделены те значения, при которых будем 

считать точность аппроксимации вполне приемлемой и достаточно точной. 

 Исследование RQ-систем М|M|1 с несколькими типами вызываемых 

заявок и ненадежным прибором 

Для получения распределения вероятностей числа заявок на орбите в системе 

M|M|1 с повторными вызовами, несколькими типами вызываемых заявок и нена-

дежным прибором рассмотрим систему уравнений (2.23), которую будем решать 

методом асимптотического анализа в предельном условии σ → 0. 
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 Асимптотический анализ RQ-системы M|M|1 с N типами вызываемых 

заявок и ненадежным прибором в предельном условии большой задержки 

заявок на орбите 

Асимптотика первого порядка. Обозначим σ = ε, сделаем замены  

u = εw, Hk(u) = Fk(w, ε). 

Получим систему 
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                      (3.92) 

Решение Fk(w, ε) будем искать в классе функций, для которых существует 

0
lim ( , ) ( ), 0,k kF w F w k N


    и предел производной по w 0
0

0

( , )
lim ( )

F w
F w

w

 



.  

Теорема 3.6 Пусть i(t) – число заявок на орбите в RQ-системе M|M|1 с не-

сколькими типами вызываемых заявок и ненадежным прибором, то выполняется 

предельное равенство  

1( )

0
lim jwjwi tMe e 


 ,        (3.93) 

где κ1 определяется равенством 

2 1 1 0 1 1 2 1 1

2

1

2 1 1 2

( ) ( ) ( )

.
( )

N

n

n n

 
                 

  
      


        (3.94) 

Доказательство. В системе (3.92) устремим ε → 0, получим: 

0 0 0 2 1

2 1

( ) ( ) ( ) ( ) 0,
N N

n k k N

n k

F w jF w F w F w

 

 
            

 
   

1 1 1 0 0( ) ( ) ( ) ( ) 0,F w F w jF w         
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0( ) ( ) 0,    2, ,n n nF w F w n N      

2 1 0 0 1 1( ) ( ) ( ) 0,NF w F w F w       

1

0 1 1

2

( ) ( ) ( ) ( ) 0.
N

n

n

jF w F w F w




                                     (3.95) 

Решение системы (3.95) будем искать в виде 

( ) ( ),    0, 1.k kF w r w k N     

где rk имеет смысл стационарной вероятности того, что прибор находится в k-ом 

состоянии, получим 

0 0 0 2 1

2 1

( )
0,

( )

N N

n k k N

n k

w
r jr r r

w


 

 
            

 
   

1 1 1 0 0

( )
( ) 0,

( )

w
r r jr

w


       


 

0 0,    2, ,n n nr r n N      

2 1 0 0 1 1 0,Nr r r       

1

0 1 1

2

( )
( ) 0.

( )

N

n

n

w
jr r r

w






      


  

Так как отношение 
( )

( )

w
j

w




 не зависит от w, то функцию ( )w  можем записать в 

виде 

1( ) exp{ κ },w jw   

тогда 
1

( )
κ

( )

w
j

w


 


, имеем 

0 1 0 2 1

2 1

0,
N N

n k k N

n k

r r r 

 

 
             
 

   

1 1 1 1 0( ) ( ) 0,r r          

0 0,    2, ,n n nr r n N      

2 1 0 0 1 1 0,Nr r r       
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1

1 0 1 1

2

( ) 0.
N

n

n

r r r




                (3.96) 

Из последнего уравнения (3.96) выразим r0, с учетом условия нормировки 
1

0

1,
N

k

k

r




  

получим равенства, позволяющие найти стационарное распределение вероятно-

стей состояний прибора  

1

1 1 2 0 2 1 1
0

22 1 1

( )( ) ( )( )
,

( )

N
n

n n

r





              
  

     
  

1

1 1 1 2 0 2 1 1
1

21 1 2 1 1

( )( ) ( )( )
,

( )

N
n

n n
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1

1 1 2 0 2 1 1

22 1 1

( )( ) ( )( )
,    2, ,
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N
n n

n

nn n

r n N





               
   
      

  

1

0 1 1 1 1 2 0 2 1 1
1

22 2 1 1 2 1 1

( ) ( )( ) ( )( )
.

( ) ( )

N
n

N

n n

r







                    
    

           
  

Тогда из последнего уравнения системы (3.96) получим выражение для вели-

чины κ1 

2 1 1 0 1 1 2 1 1

2

1

2 1 1 2

( ) ( ) ( )

,
( )

N

n

n n

 
                 

  
      


 

которое совпадает с (3.94). Теорема доказана. 

Полученная величина κ1 определяет асимптотическое среднее значение κ1/σ 

числа заявок на орбите в исследуемой системе с ненадежным прибором. Для по-

строения распределения вероятностей числа i(t) заявок на орбите рассмотрим 

асимптотику второго порядка. 

Асимптотика второго порядка. В системе уравнений (2.23) сделаем замены 

(2)1( ) exp ( )k kH u ju H u
 

  
 

, 0, 1k N  , 

получим систему 
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(2) (2) (2) (2)

0 1 0 0 2 1

2 1

( ) ( ) ( ) ( ) 0,
N N

n k k N

n k

H u j H u H u H u

 

                 
 

   

(2) (2) (2) (2)

1 1 1 0 1 0 0( ( 1) ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,ju ju jue H u H u e H u j e H u               

(2) (2)

0( ( 1) ) ( ) ( ) 0,    2, ,ju

n n ne H u H u n N        

(2) (2) (2)

2 1 0 0 1 1( ( 1) ) ( ) ( ) ( ) 0,ju ju

Ne H u H u e H u          

1
(2) (2) (2) (2)

1 0 0 1 1

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.
N

ju ju

n

n

e H u j e H u H u H u


 



                (3.97) 

Обозначим σ = ε2 и сделаем замены в полученной системе уравнений 

u = εw,    
(2) (2)( ) ( ,ε)k kH u F w , 0, 1k N   

тогда получим систему уравнений 

(2)
(2) 0

0 1 0

2

( , )
( , )

N

n

n

F w
F w j

w

  
            

 
  

(2) (2)
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1
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k

F w F w



        

(2) (2)

1 1 1 0( ( 1) ) ( , ) ( , )j we F w F w           

(2)
(2) 0

1 0

( , )
( , ) 0,j w j w F w

e F w j e
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(2) (2)

0( ( 1) ) ( , ) ( , ) 0,    2, ,j w

n n ne F w F w n N          

(2) (2) (2)

2 1 0 0 1 1( ( 1) ) ( , ) ( , ) ( , ) 0,j w j w

Ne F w F w e F w 

                    (3.98) 

(2)
(2) 0

1 0

( , )
( , )j w j w F w

e F w j e
w

     
    


 

1
(2) (2)

1 1

2

( ) ( , ) ( , ) 0.
N

n

n

F w F w




                      (3.99) 

Решение
(2)( , )kF w   будем искать в классе функций, для которых существует 

(2) (2)

0
lim ( , ) ( ), 0, 1k kF w F w k N


     и предел производной по w 

(2) (2)

0 0

0

( , ) ( )
lim

F w dF w

w dw

 



. Докажем следующую теорему. 
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Теорема 3.7 Пусть i(t) – число заявок на орбите в RQ-системе M|M|1 с раз-

нотипными вызываемыми заявками и ненадежным прибором, то в контексте 

теоремы 3.6 выполняется предельное равенство 

 
2

1
2

( )
2

0
lim

jw
jw i t

Me e

 
   

 


 ,    (3.100) 

где κ1 определяется равенством (3.94), величина κ2 определяется равенством 

  1
2 1 2 1 1 1 1

2 1 1 2 1 1

( ) ( )
( )

   
                

         
 

 2 1 1 0 1 1 1 12
2 2

( ) ( ) ( ) .
N

n

n n

 
              

  
   (3.101) 

Доказательство. Решение системы уравнений (3.98) - (3.99) будем искать в 

виде 

   (2) 2

2( , ) ( )k k kF w w r j wf O       . 

Подставляя данное разложение в систему (3.98) и уравнение (3.99) и раскладывая 

экспоненту в ряд Тейлора, запишем 
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0 1 0 0 0

2 2
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w
r j wf j r
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Разделим все уравнения на jwεΦ2(w) и, с учетом (3.96), перейдем к пределу 

при ε → 0 

2
0 0 1 0 2 1

2 12

( )
0,

( )

N N

n k k N
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w
f r f f

w w
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w
f r r f f
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Заметим, что скалярная функция Ф2(w) определяется в виде 

 
2

2 2( ) exp κ
2

jw
w

  
   

  

,  

так как отношение 2

2

( )

( )

w

w w




 не зависит от w. Тогда 2

2

2

( )

( )
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, запишем систему 
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,
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0 0 1 1 2 1 1 1 1,N Nf f f r r             (3.101) 
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                   (3.102) 

Из уравнений системы (3.101) запишем 

1 2 1
1 0 0 1

1 1 1 1 1 1

,f f r r
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Подставляя эти равенства в уравнение (3.102), получим 

1 1 0 1 1 1 1
1 0

21 1 2 1 1

( )( ) ( ) ( )
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N
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n n
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n N

n n
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Поскольку коэффициент при f0 равен 0, получим из этого уравнения коэффи-

циент κ2. 

  1
2 1 2 1 1 1 1

2 1 1 2 1 1

( ) ( )
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 2 1 1 0 1 1 1 12
2 2

( ) ( ) ( ) .
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n
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Теорема доказана. 

Таким образом, найденная асимптотика второго порядка показывает, что 

асимптотическое распределение вероятностей числа i(t) заявок на орбите в рас-

сматриваемой системе с ненадежным прибором является гауссовским с асимпто-

тическим средним κ1/σ и дисперсией κ2/σ. Задав гауссовскую плотность распреде-

ления вероятностей с полученными параметрами мы имеем распределение вероят-

ностей числа заявок на орбите в системе с повторными вызовами и ненадежным 

прибором в асимптотическом условии большой задержки заявок на орбите. 

 Точность аппроксимаций распределения вероятностей числа заявок на 

орбите в RQ-системе M|M|1 с разнотипными вызываемыми заявками и 

ненадежным прибором 

Чтобы перейти от непрерывного распределения вероятностей к дискретному, 

воспользуемся формулой (3.89). 

Зададим необходимые параметры N = 3, µ1 = 4, σ = 1, γ0 = 0.1, γ1 = 0.2, γ2 = 2, 

αn = n, µn = n, n = 1,…, N. Для различных параметров загрузки системы ρ  
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1 2

1 2

( )   
 

 
 

найдем точность гауссовской аппроксимации, используя расстояние Колмогорова 

(3.88). В таблицах 3.4 – 3.6 приведены значения этих расстояний для различных па-

раметров σ и загрузке системы ρ. 

Таблица 3.4 – Расстояние Колмогорова ∆ при ρ = 0.3 

∆ σ = 1 σ = 0.5 σ = 0.1 σ = 0.05 

∆ 0.089 0.074 0.047 0.045 

 

Таблица 3.5 – Расстояние Колмогорова ∆ при ρ = 0.6 

∆ σ = 1 σ = 0.5 σ = 0.1 σ = 0.05 

∆ 0.089 0.072 0.045 0.032 

 

Таблица 3.6 – Расстояние Колмогорова ∆ при ρ = 0.9 

∆ σ = 1 σ = 0.5 σ = 0.1 σ = 0.05 

∆ 0.086 0.067 0.032 0.022 

 

Из данных, представленных в таблицах 3.4 – 3.6, можем сделать вывод, что 

точность аппроксимации растет с уменьшением параметра σ и ростом загрузки си-

стемы. Полужирным в таблице выделены те значения, при которых будем считать 

точность аппроксимации приемлемой.  

 Тандемная RQ-система с общей орбитой M|M|1 

В этом разделе приведем исследование тандемной RQ-системы M|M|1 с об-

щей орбитой методом асимптотического анализа при условии неограниченного 

возрастания среднего значения времени задержки заявок на орбите. 

Будем решать систему (2.63) методом асимптотического анализа в предель-

ном условии большой задержки заявок на орбите (σ → 0). Мы предполагаем нали-

чие у исследуемой системы стационарного режима. Таким образом, система (2.63) 

приобретает вид 
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   0 1( ) '( ) 0,ju juu e j u e    H A B H I I  

 1( ) '( ) 0.juu j e u  H B H I е       (3.102) 

 Асимптотический анализ RQ-системы с общей орбитой M|M|1 в 

предельном условии большой задержки заявок на орбите 

Асимптотика первого порядка. Обозначим σ = ε и выполним в системе 

(3.102) замены 

u = εw, H(u) = F(w, ε).     (3.103) 

Получим систему уравнений 

   0 1

( , )
( , ) 0,j w j ww
w e j e

w

   
    



F
F A B I I  

1

( , )
( , ) 0.j w w
w je

w

    
   

 

F
F B I е              (3.104) 

Решение F(w, ε) будем искать в классе функций, для которых существует 

0
lim ( , ) ( )w w


 F F  и предел производной по w 
0

( , )
lim ( )

w
w

w

 




F
F . 

Теорема 3.8 Пусть i(t) – число заявок на орбите в тандемной RQ-системе 

M|M|1 с общей орбитой, то выполняется предельное равенство  

1( )

0
lim jwjwi tMe e 


 ,      (3.105) 

где κ1 является решением следующего уравнения 

 1 1 0.  B I еr         (3.106) 

Здесь вектор стационарного распределения вероятностей состояний прибора r 

является решением системы уравнений  

  1 0 1 0,    A B I Ir  

re = 1        (3.107) 

Доказательство. В системе (3.104) устремим ε → 0, получим систему для F(w) 

   0 1( ) '( ) 0,w j w   F A B F I I  

 1( ) '( ) 0.w j w F B F I е     (3.108) 
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Решение системы (3.108) будем искать в виде: 

( ) ( ) w w F r ,      (3.109) 

где вектор-строка r определяет стационарное распределение вероятностей состоя-

ний приборов, сумма элементов которых равна единице, согласно условию норми-

ровки. Подставим выражение (3.109) в систему (3.108), получим: 

   0 1

( )
0,

( )

' w
j

w




   A B I Ir r  

1

( )
0.

( )

' w
j

w

 
 

 





r B I е         (3.110) 

Так как отношение 
'( )

( )

w

w




 не зависит от w, то скалярная функция Φ(w) имеет 

вид 

 1( ) expw jw   , 

Тогда 1
)(

)(






w

w
j . Подставим это значение в систему (3.110):  

  1 0 1 0,    A B I Ir     (3.111) 

 1 1 0.  B I еr         (3.112) 

Решая систему (3.111) с учетом условия нормировки re = 1, мы найдем стационар-

ное распределение вероятностей состояний прибора r, которое зависит от κ1, из 

уравнения (3.112) найдем величину κ1. Теорема доказана. 

Асимптотика первого порядка определяет асимптотическое среднее значение 

κ1/σ числа заявок на орбите в допредельной ситуации значений σ. Для более деталь-

ного исследования числа i(t) заявок на орбите рассмотрим асимптотику второго по-

рядка. 

Асимптотика второго порядка. В систему (3.102) подставим следующее 

выражение  

(2)

1( ) exp ( )
u

u j u
 

  
 

H H ,     (3.113) 

получим систему:  
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(2)
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( )( ) 0.ju ju d u
u e j e

du

     
H

H B I е I е     (3.114) 

Обозначим σ = ε2 и в системе (3.114) выполним замены 

u = εw, (2) (2)( ) ( , )u w H F .    (3.115) 

Получим систему: 
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F
F B I е I е   (3.116) 

Решение (2) ( , )w F  будем искать в классе функций, для которых существует 

(2) (2)

0
lim ( , ) ( ),w w


 F F  и предел производной по w 
(2) (2)

0

( , ) ( )
lim

w d w

w dw

 




F F
. Дока-

жем следующую теорему. 

Теорема 3.9 Пусть i(t) – число заявок на орбите в тандемной RQ-системе 

M|M|1 с общей орбитой, то в контексте теоремы 3.8 выполняется предельное ра-

венство 

 
2

1
2

( )
2

0
lim

jw
jw i t

Me e

 
   

 


 ,    (3.117) 

где κ1 определяется уравнением (3.106), величина κ2 определяется уравнением 

 1 1 1 2 1( ) .     g B I е rI е       (3.118) 

Вектор g является решение системы уравнений 

    1 0 1 2 0 2 1 1 1 ,          g A B I I r I I B I  

ge = 0        (3.119) 

Доказательство. В систему (3.116) подставим следующее разложение 

 (2) 2

2( , ) ( ) ( )w w j w O      F r f ,   (3.120) 

разложив экспоненту в ряд Тейлора, устремив ε → 0, учитывая (3.111), получим 
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Так как отношение 2

2

( )

( )

w

w w




 не зависит от w, то скалярная функция Φ2(w) имеет 

вид 
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2 2( ) exp
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jw
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,     (3.122) 

Тогда 2
2

2

( )

( )

w

w w


 


. Подставим это значение в систему (3.121):  

    1 0 1 2 0 2 1 1 1 ,          f A B I I r I I B I    (3.123) 

1 1 1 2 1( ) ( ) .     f B I е rI е       (3.124) 

Матричное уравнение (3.123) является неоднородной системой линейных ал-

гебраических уравнений для вектора f. Поскольку определитель матрицы системы 

равен 0, а ранг расширенной матрицы равен рангу матрицы системы, то система 

совместна и имеет множество решений. 

Рассмотрим неоднородное матричное уравнение (3.123) и однородное урав-

нение (3.111). Учитывая, что система (3.111) является однородной системой для 

системы (3.123), запишем общее решение неоднородной системы (3.123) в виде: 

,C f r g       (3.125) 

где C – константа, r – стационарное распределение вероятностей состояний прибо-

ров, а вектор-строка g – частное решение неоднородной системы (3.123), которое 

удовлетворяет условию ge = 0.   

Подставляя выражение (3.124) в систему (3.123) получим систему: 

    1 0 1 2 0 2 1 1 1 ,          g A B I I r I I B I  

ge = 0,        (3.126) 
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которая определит вектор g. Далее подставив решение (3.125) в уравнение (3.124), 

получим уравнение, которое определит величину κ2 

 1 1 1 2 1( )     g B I е rI е ,     (3.127) 

которая определяет дисперсию числа заявок κ2/σ на орбите. Теорема доказана. 

Асимптотика второго порядка показывает, что асимптотическое распределе-

ние вероятностей числа i(t) заявок на орбите является гауссовским с асимптотиче-

ским средним κ1/σ и дисперсией κ2/σ, что позволяет для допредельного распреде-

ления построить аппроксимацию. 

 Точность аппроксимаций распределения вероятностей числа заявок на 

орбите в тандемной RQ-системе M|M|1 с общей орбитой 

Перейдем от непрерывного распределения вероятностей к дискретному, ис-

пользуя формулу (3.89). 

Зададим необходимые параметры µ1 = 1, µ2 = 2. Для различных параметров 

загрузки системы ρ  

1 2

1 2

( )   
 

 
 

найдем точность гауссовской аппроксимации, используя расстояние Колмогорова 

(3.88). В таблице 3.7 приведены значения этих расстояний для различных парамет-

ров σ и загрузке системы ρ. 

 

Таблица 3.7 – Расстояние Колмогорова ∆ при различных загрузках системы 

 σ = 0.5 σ = 0.1 σ = 0.05 σ = 0.02 

ρ = 0.5 0.142 0.071 0.034 0.022 

ρ = 0.6 0.125 0.050 0.039 0.024 

ρ = 0.7 0.112 0.055 0.040 0.026 

ρ = 0.8 0.146 0.071 0.036 0.031 
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Из данных, представленных в таблице 3.7, можно сделать вывод, что точность ап-

проксимации растет с уменьшением параметра σ. Полужирным в таблице выде-

лены те значения, при которых будем считать точность аппроксимации приемле-

мой и точной. 

 Резюме 

В данной главе проведено исследование математических моделей RQ-систем 

различной конфигурации методами асимптотического анализа. RQ-система с 

ММРР входящим потоком и разнотипными вызываемыми заявками исследована в 

трех предельных условиях: большой задержки заявок на орбите, и, предложенных 

в диссертации, согласованно высокой интенсивности вызывания заявок и согласо-

ванно длительного обслуживания вызываемых заявок, для которого предельное 

распределение вероятностей негауссовское и определяется равенством (3.77). RQ-

система с ненадежным прибором и тандемная RQ-система с общей орбитой были 

исследованы в асимптотическом условии большой задержки заявок на орбите. Для 

представленных моделей на основе полученных асимптотических характеристик 

системы построены аппроксимации допредельного распределения вероятностей 

числа заявок на орбите. Анализ точности аппроксимации проведен по результатам 

сравнения аппроксимаций с распределениями вероятностей, полученными с помо-

щью имитационного моделирования. Приведены численные примеры при различ-

ных значениях параметров системы.  

Результаты, описанные в данной главе, были опубликованы в работах автора 

[42, 59, 44, 45, 50, 48, 92, 199, 198, 200, 201, 204, 208, 209, 214, 195, 217, 221, 218, 

228].  
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  Метод асимптотически диффузионного анализа 

 

 

 

Данная глава посвящена разработке метода асимптотически-диффузионного 

анализа в предельном условии большой задержки заявок на орбите для исследова-

ния RQ-систем различной конфигурации. При таком предельном условии для рас-

пределения вероятностей числа заявок на орбите в исследуемых системах можно 

построить аппроксимацию данного распределения. Метод асимптотически-диффу-

зионного анализа проводится в три этапа. На первом этапе находится асимптоти-

ческое стационарное распределение вероятностей состояний прибора системы и 

функция a(x), которая имеет смысл коэффициента переноса диффузионного про-

цесса, определяющего асимптотическое распределение вероятностей числа заявок 

на орбите. При реализации второго этапа асимптотического анализа находится 

функция b(x) – коэффициент диффузии процесса, определяющий асимптотическое 

распределение вероятностей числа заявок на орбите. Применяя полученные функ-

ции a(x) и b(x) на третьем этапе реализуется метод асимптотически диффузионного 

анализа и находится непрерывное предельное распределение, на основе которого 

строится достаточно точная аппроксимация для допредельного дискретного рас-

пределения вероятностей состояний рассматриваемой RQ-системы. Приводятся 

численные результаты сравнения предлагаемых аппроксимаций и имитационного 

моделирования рассматриваемых RQ-систем и устанавливается точность предла-

гаемых аппроксимаций, которая на порядок выше точности аппроксимаций, полу-

ченных методом асимптотического анализа предыдущей главы.  
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 Исследование RQ-системы ММРР|M|1 с N типами вызываемых заявок 

 Метод асимптотически-диффузионного анализа RQ-системы ММРР|M|1 

с разнотипными вызываемыми заявками 

Проведем построение диффузионной аппроксимации в несколько этапов. 

Первый этап асимптотического анализа. На первом этапе получим коэффициент 

переноса предельного диффузионного процесса. Для наглядности изложения начи-

наем исследование для нестационарных систем дифференциальных по t уравнений 

Колмогорова. 

В системе уравнений (2.5) – (2.6) сделаем обозначение σ = ε и введем следу-

ющие замены 

τ = εt, u = εw, Hk(u, t) = Fk(w, τ, ε), 0,k N , 

получим 

0 0
0

2 1

( , , ) ( , , )
( , , ) ( , , )

N N

n k k

n k

w w
w w j

w 

      
            

  
 

F F
F Q Λ I F , 

  1 0
1 1 0

( , , ) ( , , )
( , , ) 1 ( , , )jw jww w
w e w je

w

       
          

 

F F
F Q Λ I F Λ , 

   0

( , , )
( , , ) 1 ( , , ), 2,jwn

n n n

w
w e w n N  

           


F
F Q Λ I F ,     (4.1) 

  0

1

( , , ) ( , )
1 ( , )

N
jw jwn

k

k

w w
e je w

w

  



     
     

  


F F
e е F Λe .  (4.2) 

Решение Fk(w, τ, ε) будем искать в классе функций, для которых существует предел 

0
lim ( , , ) ( , ), 0,k kw w k N


    F F  и предел производных по w 

0 0

0

( , , ) ( , )
lim

w w

w w

    


 

F F
 и по τ 

0

( , , ) ( , )
lim k kw w



    


 

F F
, 0,k N . 

Теорема 4.1 В рассматриваемой RQ-системе компоненты предельного при 

ε → 0 вектора rk = rk(x) вероятностей состояний прибора и состояний цепи Мар-

кова, управляющей входящим MMPP-потоком определяется системой 

0

2 1

0
N N

n k k

n k

x
 

 
       

 
 r Q Λ I I r , 
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   1 1 0 ( ) 0x    r Q I r Λ I , 

  0 0, 2,n n n n N   r Q I r .           (4.3) 

Здесь x = x(τ) является решением уравнения 

0

1

( ) ( )
N

k

k

x x


     r е r Λe .                (4.4) 

Доказательство. Рассмотрим систему уравнений (4.1) и уравнение (4.2) в 

пределе при ε → 0 

0
0

2 1

( , )
( , ) ( , ) 0

N N

n k k

n k

w
w w j

w 

  
         

 
 

F
F Q Λ I F , 

  0
1 1 0

( , )
( , ) ( , ) 0

w
w w j

w

 
     



F
F Q I F Λ , 

  0( , ) ( , ) 0, 2,n n nw w n N     F Q I F ,          (4.5) 

0

1

( , , ) ( , )
( , )

N
n

k

k

w w
jw j w

w 

     
   

  


F F
e е F Λe .      (4.6) 

Будем искать решение системы уравнений (4.5) в виде  

Fk(w, τ) = ejwx(τ)rk, 0,k N        (4.7) 

где rk – двумерное стационарное распределение вероятностей состояний прибора и 

состояний цепи Маркова, управляющей входящим ММРР-потоком, x = x(τ) – ска-

лярная функция аргумента τ, которая определяет при ε → 0 нормированное вели-

чиной ε = σ среднее значение εi(τ) – числа заявок на орбите. Подставляя (4.7) в (4.5) 

и (4.6), получим следующую систему уравнений 

0

2 1

0
N N

n k k

n k

x
 

 
       

 
 r Q Λ I I r , 

   1 1 0 ( ) 0x    r Q I r Λ I , 

  0 0, 2,n n n n N   r Q I r ,           (4.8) 

0

1

( ) ( )
N

k

k

x x


     r е r Λe .       (4.9) 
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Система (4.8) для компонент векторов rk = rk(х) является однородной системой ли-

нейных алгебраических уравнений, решение которой зависит от значений х функ-

ции х(τ). Теорема доказана.  

Равенство (4.9), совпадающее с (4.4), является обыкновенным дифференци-

альным уравнением первого порядка относительно функции x(τ). Найдя решение 

r(x) системы (4.8), зависящее от х, подставив его в скалярное уравнение (4.9), обо-

значим  

0

1

( ) ( )
N

k

k

a x x


   r е r Λe .    (4.10) 

Ниже будет показано, что эта функция имеет смысл коэффициента переноса диф-

фузионного процесса, определяющего асимптотическое распределение вероятно-

стей числа заявок на орбите. 

Второй этап асимптотического анализа. Учитывая вид предельной харак-

теристической функции ejwx(τ) нормированного числа 
1

( )i t


из (4.7) Сделаем сле-

дующие замены в исходной системе уравнений (2.5) – (2.6)  

( )
(2)( , ) ( , )

u
j x t

k ku t e u t


H H , 0,k N . 

Для матричных функций 
(2) ( , )k u tH , учитывая обозначение (4.10), получим 

систему 

(2)
(2) (2)0
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jua x u t e
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H
H H H Λ e .      (4.11) 

Здесь (2) (2)

0

( , ) ( , )
N

k

k

u t u t


H H . 

Обозначив σ = ε2 и выполнив замены в системе (4.11) 

τ = tε2, u = εw, 
(2) (2) (2) (2)( , ) ( , , ), 0, , ( , ) ( , , )k ku t w k N u t w      H F H F , (4.12) 

систему (4.11) перепишем в виде: 
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Решение 
(2) ( , , )k w  F  будем искать в классе функций, для которых существует 

предел 
(2) (2)

0
lim ( , , ) ( , )k kw w


   F F  и предел производных по w 
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0 0
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F F
, 0,k N . Докажем сле-

дующее утверждение. 



170 

 

 

Теорема 4.2 Векторные функции 
(2) ( , )k w F  имеют вид  

 (2)( , ) , ( ), 0,k kw w x k N   F r ,    (4.15) 

где векторы rk = rk(x), зависящие от значений параметра x, определены системой 

(4.8) в Теореме 4.1, а скалярная функция  ,w   является решением уравнения 

 
2

( , ) ( , )
( ) ( ) ( , )

2

jww w
a x w b x w

w

   
   

 
.   (4.16) 

Здесь функция a(x) определяется равенством (4.10), а скалярная функция b(x) 

имеет вид 

  0 0 0( ) ( ) 2b x a x x x    r e g g Λe g e ,     (4.17) 

где векторы gk = gk(х) определяются системой уравнений 

0 0

2 1

( ) ( ) ( )
N N

n k k

n k

x x x a x
 

  
        

  
 g Q Λ I g r , 

   0 1 1 1 1 0( ) ( ) ( )x x x a x x     g Λ I g Q I r rΛ r  

 0 ( ) , 2,n n n n na x n N     g g Q I r r Λ . 

0

0
N

k

k

g e       (4.18) 

Доказательство. Разложив экспоненты в ряд Тейлора и сгруппировав слагаемые 

порядка не выше ε в системе (4.13), имеем 
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Решение этой системы запишем в виде разложения 
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    (1) 2( , , ) , ( ) ( )k k kw w x j w x O       F r f ,   (4.19) 

где Φ(w, τ) – некоторая скалярная функция, вид которой определим ниже. С учетом 

(4.8), разделим уравнения системы на jwεΦ(w, τ) и запишем систему в пределе при 

ε → 0 

0 0 0
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Применяя принцип суперпозиции для неоднородных систем, решение f(x) 

этого уравнения запишем в виде  
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f r g φ ,      (4.21) 

которое подставим в (4.21), обозначив fk = fk(x) и gk = gk(x), получим две системы 

уравнений 
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 φ Q Λ I φ r , 

   0 1 1 0( ) ( )x x x    φ Λ I φ Q I r , 

 0( ) ( ) 0, 2,n n nx x n N    φ φ Q I .      (4.23) 

Отметим, что система (4.22), определяющая вектор g(x), совпадает системой 

(4.18), следовательно, утверждение (4.18) формулировки теоремы верно.  
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Теперь рассмотрим систему (4.8). Если мы продифференцируем систему 

уравнений (4.8) по x, то полученная система идентична системе уравнений (4.23), 

из чего можем сделать вывод 

0

( )
( ) , 0

N
k

k k k

k

x
x

x 


  




r
φ φ φ e ,        (4.24) 

последнее соотношение получено путем дифференцирования условия нормировки 

для распределения rk  по x. 

В силу (4.21) векторы gk = gk(х) являются частными решениями неоднород-

ной системы, поэтому она удовлетворяет некоторому дополнительному условию, 

которое будем выбирать в виде 
0

0
N

k

k

g e , тогда решения gk(х) системы (4.22), удо-

влетворяющие условию 
0

0
N

k

k

g e , определяются однозначно в виде (4.18). 

Теперь рассмотрим скалярное уравнение (4.14), в которое подставим разло-

жение (4.19) и, учитывая (4.10) перепишем его с точностью до  3O  : 

      
2 22

0 0

( , )
( ) ( , ) ( , )

w
j w a x w j w w x

 
           


fe f f Λe f e  

 
 

 
 

   
2

2

0 0 0

, /
, 2 2

2 ,

j w w w
w x O

w w

    
        

  
r e r e r r Λe . 

Здесь 
0 0

,
N N

k k

k k 

  f f r r . Разделим уравнение на ε2 и перейдем к пределу при ε → 0 

      
2 2

0 0

( , )
( ) ( , ) ( , )

w
jw a x w jw w x

 
        


fe f f Λe f e  

 
 

 
 

 
2

0 0 0

, /
, 2 2

2 ,

jw w w
w x

w w

   
      

  
r e r e r r Λe , 

в которое подставим решение (4.21): 

 
   

2

0 0 0

( , )
, ( ) 2 2 2

2

jww
w a x x x

 
       


r e g g Λe g e  
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  0 0 0

, /
2

,

w w
x

w w

   
     

  
φ e φ φ Λe r e .         (4.25) 

Обратим внимание на последний множитель, принимая во внимание (4.24) можно 

записать 

 0 0 0 ( )x a x    φ e φ φ Λe r e . 

Обозначив  

  0 0 0( ) ( ) 2b x a x x x    r e g g Λe g e ,     (4.26) 

уравнение (4.26) перепишем в виде 

   
 

2
,( , )

( ) , ( )
2

w jww
w a x w b x

w

  
   

 
.   (4.27) 

которое совпадает с (4.16). Теорема доказана. 

Метод асимптотически диффузионного анализа. В результате обозначе-

ния σ = ε2 и замен 

τ = tε2, u = εw, (1) (1)( , ) ( , , ), 0,k ku t w k N   H F , 

в системе уравнений для векторных функций 
(1) ( , )k u tH , в работе рассматривается 

предельный при σ → 0 случайный процесс 

1 1
( ) ( ) ( ) ( )i t x t i x

   
           

    
, 

где i(τ) – число заявок на орбите, а функция x(τ) определена выше как решение 

дифференциального уравнения ( ) ( )x a x   . Можно доказать следующее утвержде-

ние.  

Лемма 4.1. Предельный при σ → 0 случайный процесс  

0

1
( ) lim ( ) ( )y i x



 
      

 
 

является решением стохастического дифференциального уравнения 

( ) ( ) ( ) ( )dy a x yd b x dw    ,     (4.28) 

зависящего от значений непрерывного параметра x.  

Доказательство. Рассмотрим уравнение (4.27) из Теоремы 4.2 
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2

( , ) ( , )
( ) ( ) ( , )

2

jww w
a x w b x w

w

   
   

 
, 

для которого равенствами (4.10) и (4.17) найдены функции a(x) и b(x).  

Решение Φ(w, τ) этого уравнения определяет предельную при σ → 0 характе-

ристическую функцию центрированного и нормированного процесса 

1
( ) ( )i x

 
    

 
 предельного числа i(t) заявок на орбите.  

Выполнив в этом уравнении обратное преобразование Фурье по переменной 

w, для плотности распределения вероятностей  

 ( ) )
( , )

P y y
P y

y

  
 


 

предельного процесса y(τ) получим уравнение 

   
2

2

( , ) 1
( ) ( , ) ( ) ( , )

2

P y
a x yP y b x P y

y y

   
    

  
, 

которое является уравнением Фоккера-Планка для плотности распределения веро-

ятностей P(y, τ) значений центрированного и нормированного предельного числа 

заявок на орбите, а предельный случайный процесс y(τ) является диффузионным с 

коэффициентом переноса ( )a x y  и коэффициентом диффузии b(x). Следовательно, 

диффузионный процесс y(τ) является решением стохастического дифференциаль-

ного уравнения, совпадающего с (4.28). Лемма доказана. 

Как указано выше,    . Рассмотрим случайный процесс 

( ) ( ) ( )z x y      ,         (4.29) 

Докажем следующее утверждение. 

Лемма 4.2 Случайный процесс z(τ) является решением стохастического 

дифференциального уравнения  

( ) ( ) ( ) ( )dz a z d b z dw            (4.30) 

с точностью до бесконечно малых О(ε2). 
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Доказательство. Так как x(τ) является решением дифференциального урав-

нения ( ) ( )dx a x d   , процесс y(τ) удовлетворяет уравнению (4.28), то выполняется 

равенство 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dz d x y a x ya x d b x dw            ,         (4.31) 

коэффициенты которого запишем в виде 

     2 2( ) ( ) ( )a x ya x a x y O a z O          , 

   2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )b z b x y O b z O b z O               , 

а равенство (4.31) перепишем в виде: 

 2( ) ( ) ( ) ( )dz a z d b z dw O         

с точностью до бесконечно малых порядка  2O  , которое совпадает с (42). Лемма 

доказана. 

Рассмотрим стационарную плотность распределения вероятностей для про-

цесса z(τ), т.е. будем полагать, что система функционирует в стационарном режиме, 

тогда 

 ( )
( , ) ( )

P z z
s z s z

z

  
  


. 

Докажем следующее утверждение. 

Теорема 4.3 Стационарная плотность распределения вероятностей s(z) 

случайного процесса z(τ) имеет вид: 

0

2 ( )
( ) exp

( ) ( )

z
С a x

s z dx
b z b x

 
  

 
 ,         (4.32) 

где C – нормирующая константа.  

Доказательство. Так как z(τ) является решением стохастического дифферен-

циального уравнения (4.30), следовательно, процесс является диффузионным с ко-

эффициентом переноса a(z) и коэффициентом диффузии b(z), поэтому его стацио-

нарная плотность распределения вероятностей s(z) является решением уравнения 

Фоккера-Планка 
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2

2

1
( ) ( ) ( ) ( ) 0

2
a z s z b z s z

z z

 
   
 

, 

которое является обыкновенным дифференциальным уравнением второго порядка 

   ( ) ( ) ( ) ( ) 0
2

a z s z b z s z
    , 

которое перепишем в виде: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0
2

a z s z b z s z
    . 

Решая это дифференциальное уравнение, учитывая краевое условие s(∞) = 0, 

получим плотность распределения вероятностей s(z) нормированного числа заявок 

на орбите в виде (4.32). Теорема доказана. 

 Точность диффузионной аппроксимации распределения вероятностей 

числа заявок на орбите в RQ-системе MMPP|M|1 с разнотипными 

вызываемыми заявками 

Ставится задача нахождения аппроксимации дискретного распределения ве-

роятностей P(i) числа i заявок на орбите для рассматриваемой RQ-системы. Для 

построения аппроксимации дискретного распределения P(i) вернемся к плотности 

s(z) случайного процесса z(τ). Переход от плотности распределения s(z) непрерыв-

ного случайного процесса z(τ) к дискретному распределению P(i) дискретного слу-

чайного процесса i(τ) можно осуществить разными способами. Укажем один из 

них. В силу равенства (4.32), запишем неотрицательную функцию G(i) дискретного 

аргумента i в виде 

0

2 ( )
( ) exp

( ) ( )

i
С a x

G i dx
b i b x

 
  

  
 . 

Принимая во внимание условие нормировки, запишем следующее дискрет-

ное распределение вероятностей 

0

( ) ( ) ( )dif

i

P i G i G i




  ,        (4.33) 
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Предложенное дискретное распределение вероятностей Pdif(i) будем приме-

нять для аппроксимации распределения вероятностей P(i) = P{i(t) = i} числа i за-

явок на орбите для RQ-систем с использованием метода асимптотически-диффузи-

онного анализа. 

Точность аппроксимации Pdif(i) определяется с помощью расстояния Колмо-

горова ∆1  

 1
0

0

max ( ) ( )
n

im dif
n

i

P i P i
 



   ,      (4.34) 

которое показывает разницу между распределениями вероятностей P(i) и Pdif(i), где 

Pim(i) получено с помощью имитационного моделирования, Pdif(i) получено в виде 

(4.33), в котором коэффициенты a(x) и b(x) определяются формулами (4.10) и (4.17) 

соответственно. Для сравнения с точностью аппроксимации (3.89), полученной с 

помощью метода асимптотического анализа зададим расстояние Колмогорова ∆2 в 

виде 

 2
0

0

max ( ) ( )
n

im app
n

i

P i P i
 



   .    (4.35) 

Зададим N = 4, µ1 = 1, µ2 = 2, µ3 = 3, µ4 = 4, α2 = 1, α3 = 2, α4 = 3 

1 0.2 0.8

0.5 1.5 1

0.8 1.2 2

 
 

 
 
  

Q .      (4.35) 

Зададим матрицу Λ в виде (3.91)  

1 1
1

1

1 0 0

, 0 2 0

0 0 3

 
  

 
 
  

Λ
Λ Λ

rΛ e
,    (4.36) 

ρ – параметр загрузки системы, значение которого определяет значение интенсив-

ности входящего потока. Таким образом, варьируя параметр ρ загрузки системы, 

мы можем задать такую матрицу Λ, элементы которой будут удовлетворять усло-

вию существования стационарного режима в системе. Вектор r является решением 

системы уравнений rQ = 0, re = 1. 
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Таблица 4.1 – Расстояние Колмогорова  

∆1 
σ = 10 σ = 5 σ = 3 σ = 1 σ = 0.5 

∆2 

ρ = 0.5 
0.060 0.029 0.022 0.019 0.016 

0.189 0.135 0.116 0.075 0.049 

ρ = 0.7 
0.025 0.022 0.021 0.018 0.013 

0.259 0.201 0.167 0.099 0.079 

ρ = 0.9 
0.016 0.016 0.013 0.011 0.006 

0.344 0.256 0.222 0.163 0.101 

 

Из данных, представленных в таблице 4.1, сравнивая точность диффузион-

ной аппроксимации с точностью гауссовской аппроксимации в предельном усло-

вии σ → 0, можем сделать вывод, что точность диффузионной аппроксимации пре-

вышает точность гауссовской аппроксимации на порядок.  

Полужирным в таблице 4.1 выделены те значения, при которых будем счи-

тать точность аппроксимации вполне приемлемой, достаточно точной и сверхточ-

ной. 

Для сравнения с гауссовской аппроксимацией в предельном условии α → ∞ 

зададим матрицу Λ в виде (4.36), N = 4, ρ = 0.5, µ1 = 1, µ2 = 2, µ3 = 3, µ4 = 4, матрицу 

Q в виде (4.35). Параметры αn, 2,n N  представим в виде αηn, 2,n N  для удоб-

ства сравнения. Положим η2 = 1, η3 = 2, η4 = 3.  
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Таблица 4.2 – Расстояние Колмогорова  

∆1 
σ = 10 σ = 5 σ = 3 σ = 1 σ = 0.5 

∆2 

α = 3 
0.036 0.027 0.021 0.013 0.006 

0.145 0.118 0.105 0.091 0.106 

α = 5 
0.035 0.025 0.018 0.011 0.003 

0.114 0.097 0.082 0.073 0.088 

α = 10 
0.033 0.023 0.017 0.010 0.002 

0.095 0.070 0.065 0.059 0.066 

 

Из данных представленных в таблице 4.2 можем заключить, что точность 

диффузионной аппроксимации превышает точность гауссовской аппроксимации 

на порядок. Полужирным в таблице выделены те значения, при которых будем счи-

тать точность аппроксимации приемлемой, точной и сверхточной.  

Для сравнения с аппроксимацией в предельном условии µ → 0 зададим мат-

рицу Λ в виде (4.36), N = 4, ρ = 0.5, µ1 = 1, α2 = 1, α3 = 2, α4 = 3, матрицу Q в виде 

(4.35). Параметры µn, 2,n N  представим в виде µηn, 2,n N  для удобства срав-

нения. Положим η2 = 2, η3 = 3, η4 = 4. 

Таблица 4.3 – Расстояние Колмогорова  

∆1 
σ = 10 σ = 5 σ = 3 σ = 1 σ = 0.5 

∆2 

µ = 0.5 
0.061 0.016 0.016 0.012 0.010 

0.361 0.252 0.251 0.262 0.296 

µ = 0.1 
0.096 0.067 0.049 0.035 0.009 

0.100 0.090 0.101 0.095 0.105 

µ = 0.05 
0.125 0.087 0.073 0.044 0.013 

0.053 0.048 0.046 0.051 0.067 

µ = 0.03 
0.142 0.104 0.077 0.052 0.034 

0.031 0.030 0.030 0.038 0.040 
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Из данных представленных в таблице 4.3 можем сделать вывод, что точность 

диффузионной аппроксимации диффузионной аппроксимации падает с уменьше-

нием параметра µ. Полужирным в таблице выделены те значения, при которых бу-

дем считать точность аппроксимации приемлемой, точной и сверхточной. 

 Исследование RQ-системы М|M|1 с N типами вызываемых заявок и 

ненадежным прибором 

В данном разделе решается задача построения аппроксимации распределения 

вероятностей числа заявок на орбите в RQ-системе М|M|1 с N типами вызываемых 

заявок и ненадежным прибором с использованием метода асимптотически-диффу-

зионного анализа. Систему (10) будем решать методом асимптотически диффузи-

онного анализа в предельном условии σ → 0. 

 Метод асимптотически-диффузионного анализа RQ-системы М|M|1 с N 

типами вызываемых заявок и ненадежным прибором 

Данный раздел посвящен разработке метода асимптотически-диффузион-

ного анализа для RQ-системы М|M|1 с N типами вызываемых заявок и ненадежным 

прибором, который позволяет найти аппроксимацию распределения стационарного 

распределения числа заявок на орбите. 

Первый этап асимптотически-диффузионного анализа. Обозначим σ = ε, 

сделаем замены в системе уравнений (2.21) – (2.22)  

τ = tε,     u = εw,     Hk(u, t) = Fk(w, τ, ε), H(u, t) = F(w, τ, ε). 

Получим систему уравнений 

0
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   (4.37) 

Решение Fk(w, τ, ε) будем искать в классе функций, для которых существует 

предел 
0

lim ( , , ) ( , ), 0,k kF w F w k N


      и предел производных по w 

0 0

0

( , , ) ( , )
lim

F w F w

w w

    


 
 и по τ 

0

( , , ) ( , )
lim k kF w F w



    


 
. 

Теорема 4.4 В рассматриваемой RQ-системе предельное при ε → 0 rk = rk(x) 

распределение вероятностей состояний прибора k(t) определяется равенствами 
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 .      (4.38) 

Здесь x = x(τ) является решением уравнения 

1

0 1 1

1

( ) ( ) .
N

n

n

x x r r r




         .      (4.39) 

Доказательство. Рассмотрим систему уравнений (4.37) в пределе при ε → 0. 
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            (4.38) 

Решение системы (4.38) будем искать в виде 

( )( , ) ( ) ,    0, 1.jwx

k kF w r x e k N             (4.39) 

Здесь x = x(τ) – скалярная функция аргумента τ, которая определяет при ε → 0, нор-

мированное величиной ε = σ, среднее значение σi(τ/σ) числа заявок на орбите. rk(x) 

– распределение вероятностей состояний прибора k(t). Подставим произведение 

(4.39) в систему (4.38), получим следующую систему уравнений 
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                        (4.41) 

Обозначив вероятности rk = rk(x), найдем их из системы (4.40) с учетом усло-

вия нормировки 
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Теорема доказана. 

Обозначим функцию a(x) 

1
0

1 1

( )
( ) ( ).

x
a x x r x

   
      

   
    (4.42) 

Ниже покажем, что эта функция имеет смысл коэффициента переноса диффузион-

ного процесса, определяющего асимптотическое распределение вероятностей 

числа заявок на орбите. 

Второй этап асимптотически-диффузионного анализа. В системе (2.21) и 

уравнении (2.22) введем замены 
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(2)( , ) ( , ) ,   0, 1.

u
j x t
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Для функций 
(1)( , )kH u t , учитывая обозначение (4.42), получим систему уравнений 
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     (4.43) 

Здесь 
1
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 . Обозначив σ = ε2 и выполнив замены 

τ = ε2t,    u = εw,     (2) (2)( , ) ( , ,ε)k kH u t F w  , 0, 1k N  . (4.44) 

систему (4.43) перепишем в виде 
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Решение  (2)( , , )kF w    будем искать в классе функций, для которых существует 

предел 
(2) (2)

0
lim ( , , ) ( , )k kF w F w


     и предел производных по w 
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0 0
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( , , ) ( , )
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F F
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lim k kF w F w



  


 
, 0,k N . Докажем сле-

дующее утверждение. 

Теорема 4.5 Функции 
(2)( , )kF w   имеют вид  

 (2)( , ) , ( ), 0,k kF w w r x k N    ,    (4.46) 

где вероятности rk = rk(x), зависящие от значений параметра x, определены равен-

ствами (4.38) в Теореме 4.4, а скалярная функция  ,w   является решением урав-

нения 
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.   (4.47) 

Здесь функция a(x) определяется равенством (4.42), а скалярная функция b(x) 

имеет вид 
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 ,   (4.48) 

где функции gk = gk(х) определяются системой уравнений 
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              (4.49) 

Доказательство. В первых четырёх уравнениях системы (4.45) разложим 

экспоненты в ряд Тейлора и сгруппируем слагаемые порядка малости не выше ε 
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Будем искать решение системы (4.50) в виде разложения 

    (2) 2( , , ) , , 0, 1.k k kF w w r j wf O k N                     (4.51) 

Здесь Φ(w, τ) – некоторая скалярная функция, вид которой определим ниже. Разде-

лим уравнения системы на jwεΦ(w, τ) и запишем систему в пределе при ε → 0 
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0 0 1 1 2 1 1 1 1 1( ) .N N Nf f f a x r r r                   (4.52) 

Общее решение f(x) этой системы уравнений запишем в виде суммы 
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,       (4.53) 

которое подставим в (4.52), получим две системы уравнений 
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2 1 0 0 1 1 0.N              (4.55) 

Рассмотрим систему уравнений (4.40). Если мы продифференцируем по x си-

стему уравнений (4.40), то полученная система идентична системе уравнений (22), 

из чего можем сделать вывод, что 
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k k k k
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где последнее соотношение получено путем дифференцирования условия норми-

ровки для распределения rk(x) по x. 

Далее рассмотрим систему уравнений (4.54). Данная система имеет бесконеч-

ное число решений, так как определитель матрицы системы равен нулю и ранг мат-

рицы системы совпадает с рангом расширенной матрицы системы. Наложим на не-

известные gk дополнительное условие 
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  и получим систему уравнений 
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            (4.56) 

которая имеет единственное решение и совпадает с (4.49).  

Обратимся к последнему уравнению системы (4.50). В этом уравнении сгруп-

пируем слагаемые порядка малости не выше ε2 
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Подставим разложение (4.51) в полученное уравнение, с учетом (4.40), раз-

делим уравнение на ε2 и перейдем к пределу при ε → 0 
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в которое подставим разложение (4.53) 

2 1 1

0 1 1 0 0 1 1

1 1

( , ) ( )
2 ( , )

2

N N

n n

n n

w jw
xr r r xr xg g g w

 

 

    
                

   
   

1
2

0 1 1 0

1

( , ) /
( ) .

N

n

n

w w
jw x r

w





   
          

 
  

Обратим внимание на множитель в последнем слагаемом 
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С учетом (4.41) и (4.42), обозначим 
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       (4.57) 

Тогда наше уравнение для Φ(w, τ) перепишется в виде 
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   (4.58) 

Функция b(x) имеет смысл коэффициента диффузии того диффузионного 

процесса, для которого коэффициентом переноса является функция a(x). Теорема 

доказана. 
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Построение диффузионной аппроксимации. Реализация метода асимпто-

тически диффузионного анализа для нахождения распределения вероятностей зна-

чений предельного при σ → 0 процесса числа i(t) заявок на орбите рассматривае-

мой системы с повторными вызовами аналогична реализации этого метода для RQ-

системы с ММРР входящим потоком, разнотипными вызываемыми заявками в лем-

мах 4.1 – 4.2 и теореме 4.3.  

 Точность диффузионной аппроксимации распределения вероятностей 

числа заявок на орбите в RQ-системе M|M|1 с разнотипными вызываемыми 

заявками и ненадежным прибором 

Принимая во внимание условие нормировки, запишем следующее дискрет-

ное распределение вероятностей (4.33). Предложенное дискретное распределение 

вероятностей Pdif(i) будем применять для аппроксимации распределения вероятно-

стей P(i) = P(i(t) = i) числа i заявок на орбите для рассматриваемой RQ-системы.  

Точность аппроксимации Pdif(i) определяется с помощью расстояния Колмо-

горова ∆1 (4.34), которое показывает разницу между распределениями вероятно-

стей Pim(i) и Pdif(i), где Pim(i) получено с помощью имитационного моделирования, 

Pdif(i) получено в виде (4.33), в котором коэффициенты a(x) и b(x) определяются 

формулами (4.42) и (4.47) соответственно. Для сравнения с точностью аппроксима-

ции в виде (3.89) для данной системы, полученной с помощью метода асимптоти-

ческого анализа зададим расстояние Колмогорова ∆2 в виде (4.35). Определим за-

грузку системы ρ по формуле 

1 2

1 2

( )
.

   
 

 
 

Зададим необходимые параметры исследуемой системы λ = 2, N = 3, 

αn = n, µn = n, 1,n N , γ0 = 0.1, γ1 = 0.2, γ2 = 1. 

В таблице 4.4 приведены значения расстояний Колмогорова для различных пара-

метров σ и загрузки системы ρ. 

 

Таблица 4.4 – Расстояния Колмогорова 
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∆1 
σ = 1 σ = 0.5 σ = 0.1 σ = 0.05 

∆2 

ρ = 0.3 
0.023 0.022 0.013 0.011 

0.089 0.074 0.047 0.045 

ρ = 0.6 
0.016 0.012 0.008 0.003 

0.089 0.072 0.045 0.032 

ρ = 0.9 
0.009 0.007 0.006 0.005 

0.086 0.067 0.032 0.022 

 

Анализируя данные таблицы 4.4, можно сказать, что точность диффузионной 

аппроксимации растет с уменьшением параметра σ и увеличении загрузки системы 

ρ. Точность гауссовской аппроксимации растет с уменьшением параметра σ и по-

чти не изменяется при росте загрузки системы ρ. Полужирным в таблице выделены 

те значения, при которых будем считать точность аппроксимации вполне приемле-

мой, достаточно точной и сверхточной. Из полученных значений можно сделать 

вывод, что аппроксимация асимптотического анализа дает хорошие результаты при 

низкой интенсивности повторного обслуживания (σ = 0.1 и σ = 0.05). Аппроксима-

ция асимптотически-диффузионного анализа достаточно точна при любом пара-

метре σ, которые представлены в таблице 4.4, что существенно увеличивает об-

ласть применимости предлагаемой аппроксимации. 

  Исследование тандемной RQ-системы ММРР|M|1 с общей орбитой 

Данный раздел посвящен разработке метода асимптотически-диффузион-

ного анализа марковской тандемной RQ-системы с общей орбитой, который позво-

ляет построить достаточно точную аппроксимацию распределения вероятностей 

числа заявок на орбите.  
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 Метод асимптотически-диффузионного анализа тандемной RQ-

системы ММРР|M|1 с общей орбитой 

Первый этап асимптотического анализа. Обозначив σ = ε и выполнив в си-

стеме (2.62) замены 

τ = tε,  u = εw,  H(u, t) = F(w, τ, ε), 

систему (2.62) перепишем в виде: 
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е F B I е .           (4.59) 

Обозначим  

0
lim ( , , ) ( , )w w


   F F , (0, ) F r . 

Вектор-строка r определяет трехмерное распределение вероятностей состояний 

(n1, n2) приборов и состояний k входящего ММРР-потока. Ниже будет показано, что 

вектор r, удовлетворяющий условию нормировки re = 1, является решением мат-

ричного уравнения  

  0 1 0x   r A B I I , 

коэффициенты которого зависят от некоторой переменной x, поэтому решение r 

будет зависеть от ее значений х, что обозначим как r = r(x).  

Решение F(w, τ, ε) будем искать в классе функций, для которых существует 

предел 
0

lim ( , , ) ( , )w w


   F F  и предел производных по w 
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F F
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F F
. Решая систему (4.59) в предельном условии ε → 0 

(σ → 0) докажем следующее утверждение. 

Теорема 4.6 В предельном условии σ → 0 выполняется равенство 

 

0
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 ,         (4.60) 
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где скалярная функция x = x(τ) является решением обыкновенного дифференциаль-

ного уравнения  

   0( )x x x   r B I e ,        (4.62) 

здесь вектор r(x) удовлетворяет условию нормировки  

( ) 1x r e ,         (4.63) 

и является решением матричного уравнения 

  0 1( ) 0x x   r A B I I .      (4.64) 

Доказательство. В системе (4.59) устремим ε → 0, получим 

   0 1

( , )
( , ) 0

w
w j

w

 
    



F
F A B I I , 

0

( , ) ( , )
( , )

w w
jw w j

w

    
   

  

F F
е F B I е .       (4.65) 

Решение системы (4.65) будем искать в виде произведения 

( )( , ) ( ) jwxw x e  F r .           (4.66) 

Здесь x = x(τ) – скалярная функция аргумента τ, которая определяет при ε → 0, нор-

мированное величиной ε = σ, среднее значение σi(τ/σ) числа заявок на орбите. Под-

ставим произведение (4.66) в систему (4.65), получим 

  0 1( ) 0x x   r A B I I ,        (4.67) 

   0( )x x x   r B I е .             (4.68) 

В силу того, что скалярная функция x(τ) аргумента τ, является предельным 

при ε → 0, нормированным величиной ε = σ, средним значением σi(τ/σ) числа за-

явок на орбите, то выполняется равенство (4.60). Теорема доказана.  

Найдя решение r(x) системы (4.67), подставив его в скалярное уравнение 

(4.68), обозначим  

 0( ) ( )a x x x r B I е .           (4.69) 

В доказанной теореме 4.5 показано, что ( ) ( )a x x  , поэтому функция a(x) 

определяет динамику процесса x(τ), предельного при σ → 0 для нормированного 

числа σi(τ/σ) заявок на орбите.  
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Эта функция a(x) имеет смысл коэффициента переноса диффузионного про-

цесса, определяющего асимптотическое распределение вероятностей числа i(t) за-

явок на орбите рассматриваемой RQ-системы. Применяя функцию a(x), получим 

необходимое условие существования стационарного режима в рассматриваемой 

RQ-системе. 

Условие существования стационарного режима. Условием существования 

стационарного режима будем называть неравенство  lim 0
x

a x


 .  

Докажем следующее утверждение. 

Теорема 4.7 Условием существования стационарного режима в рассматри-

ваемой RQ-системе является неравенство: 

1 2
1 1

1 2

 

  

rΛe .        (4.70) 

Здесь вектор r1 – вектор стационарных вероятностей значений управляю-

щего процесса m(t), для которого r1Q = 0, r1e1 = 1, Λ – диагональная матрица с эле-

ментами λk, 1,k K , единичный вектор-столбец е1 имеет размерность K. 

Доказательство. Для выполнения условия существования стационарного 

режима необходимо найти предельное при x → ∞ значение функции a(x). В силу 

(4.69), функция a(x) определяется равенством  0( ) ( )a x x x r B I е , указанное ра-

венство перепишем для компонент r(n1, n2, x) в виде:  

   0 2 1 1 3 1 3 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a x x x x x x x      r r e r r Λe r e .  

Для того, чтобы найти предельное значение  lim
x

a x


, определим векторные 

компоненты вектора r(x) = {r0(x), r1(x), r2(x), r3(x)} определяемые равенствами 

(4.62) и (4.63).  

 0 2 2( ) ( ) 0x x x   r Q Λ I r I , 

   0 1 1 2 3( ) ( ) ( ) 0x x x x    r Λ I r Q I r I , 

 1 1 2 2 1 3( ) ( ) ( ) ( ) 0x x x x      r r Q Λ I I r , 

   2 3 1 2( ) ( ) 0x x x    r Λ I r Q I I , 
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0 1 2 3 1( ) ( ) ( ) ( )x x x x   r r r r r . 

Здесь вектор r1 – вектор стационарных вероятностей значений управляющего 

процесса k(t), 1,k K . Решение этой системы имеет вид: 

 2 0 0

2 2

1 1
( ) ( ) ( )

x
x x x x O

x

  
       
    

r r Λ I Q r I , 

 
2

1

1 0 1 2

2 1

1 1
( ) ( )

x
x x O

x

   
          
     

r r I I I Q I , 

 
2

1

3 0 1 2

2

1
( ) ( )

x
x x O

x

   
       
   

r r I I Q I  

2

0 1 2 3 1 0

1 2

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

x
x x x x x O

x

  
        

    
r r r r r r I  

Из последнего уравнения системы получим равенство  

2

0 1 2 1

1
( ) .x x O

x

  
      

  
r r I                 (4.71) 

Вернемся к функции a(x). Найдем предельное при x → ∞ значение функции 

a(x), определяемой равенством (4.69): 

    1 3 3 1 0 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a x x x x x x x      r r Λ r r r e  

 
2

1

0 1 1 2 1

2 1

1 1
( ) 1

x
x O

x

    
            
     

r Λ I I Q I e . 

Рассмотрим отдельно выражение  

 
1

1 1
1 1 2 1 1

1 2 1 2

1


  
      

     
I I Q e I Q e . 

Обозначим 

1

1

1 2

1


 
  
   

I Q e v , и в последнем равенстве умножим левую 

и правую часть на матрицу 
1 2

1 
 
   

I Q : 

1

1 2

1 
  

   
e I Q v , 
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Очевидно, что 
1v e . Тогда выражение для a(x) перепишем в виде: 

2

2
0 1

2 1 1 2

1 1
( ) ( ) 1

x
a x x O

x

    
      
        

r Λ I e , 

в которое подставим выражение (4.71): 

1 2
1 1

1 2

1
( ) 1a x O

x

     
      

      
rΛe . 

Неравенство lim ( ) 0
x

a x


 , определяющее условие существования стационарного ре-

жима в рассматриваемой RQ-системе выполняется при выполнении равенства  

1 2
1 1

1 2

 

  

rΛe . 

Теорема доказана. 

На первом этапе асимптотического анализа, аналогично закону больших чи-

сел, было получено равенство (4.60), определяющее сходимость при σ → 0 харак-

теристической функции нормированного случайного процесса σi(τ/σ) к детермини-

рованной функции x(τ). Для более детального исследования числа i(t) заявок на ор-

бите реализуем второй этап асимптотического анализа. 

Второй этап асимптотического анализа. В исходной системе уравнений 

(2.62) сделаем следующие замены 

( )
(2)( , ) ( , )

u
j x t

u t e u t


H H ,    (4.72) 

для векторной функции H(2)(u, t), учитывая обозначение (4.72), получим систему 

  
(2)

(2) (2)

0 1

( , )
( ) ( , ) ( , ) ju juu t

jua x u t u t e x e
t


     



H
H H A B I I  

 
(2)

0 1

( , ) juu t
j e

u


  



H
I I , 

 
(2)

(2)( , )
( ) ( , ) 1juu t

jua x u t e
t


   



H
е H е  

 
(2)

(2)

0 0

( , )
( , ) ju ju u t
u t e x j e

u

  
    

 

H
H B I I е .   (4.73) 
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Замена (4.72) выполняется с целью асимптотического центрирования случай-

ного процесса i(t), так как (2) ( , )u tH  является векторной характеристической функ-

цией центрированного случайного процесса 
1

( ) ( )i t x t 


, в котором функция x(τ) 

получена на первом этапе асимптотического анализа. 

Обозначив σ = ε2 в системе (4.73) и выполнив замены  

τ = tε2, u = εw, H(2)(u, t) = F(2)(w, τ, ε),          (4.74) 

систему (4.73) перепишем в виде: 

  
(2)

2 (2) (2)

0 1

( , , )
( ) ( , , ) ( , , ) j w j ww

j wa x w w e x e    
           



F
F F A B I I  

 
(2)

0 1

( , , ) j ww
j e

w

   
  



F
I I , 

(2)
2 (2)( , , )

( ) ( , , )
w

j wa x w
  

     


F
e F e  

   
(2)

(2)

0 0

( , , )
1 ( , , )j w ju j w w

e w e x e j
w

      
       

 

F
F B I I е . (4.75) 

Решение F(2)(w, τ, ε) будем искать в классе функций, для которых существует 

предел 
(2) (2)

0
lim ( , , ) ( , )w w


   F F  и предел производных по w 

(2) (2)

0

( , , ) ( , )
lim

w w

w w

  


 

F F
 и по τ 

(2) (2)

0

( , , ) ( , )
lim

w w



  


 

F F
. Докажем следующее 

утверждение. 

Теорема 4.8 Вектор-функция 
(2) ( , )w F  имеет вид  

 (2) ( , ) , ( )w w x   F r ,     (4.76) 

где вектор-строка r(x), зависящий от значений параметра x, определен в Тео-

реме 4.6, а скалярная функция Φ(w, τ) является решением уравнения 

 
2

( , ) ( , )
( ) ( ) ( , )

2

jww w
a x w b x w

w

   
   

 
.   (4.77) 

Здесь функция a(x) определяется равенством (4.69), а скалярная функция b(x) 

имеет вид 
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 0( ) ( ) 2 ( ) 2 ( )b x a x x x x x   g B I e r e ,   (4.78) 

где вектор g(х) определяется системой уравнений 

    1 0 0( ) ( ) ( ) ( )х x a x x x x     g A B I I r r I B , 

g(х)e = 0.          (4.79) 

Доказательство. Запишем первое уравнение системы (4.75) с точностью до 

 2O  : 

  (1) (1)

0 1 1( ) ( , , ) ( , , )j wa x w w j w x j w             F F A B B I I I  

   
(1)

2

0 1

( , , )w
j О

w

  
    



F
I I . 

Решение этого уравнения запишем в виде разложения: 

    (1) 2( , , ) , ( ) ( )w w x j w x O       F r f ,  (4.80) 

где Φ(w, τ) – некоторая скалярная функция, вид которой определим ниже. Получим  

       0 1( ) , ( ) , ( )j wa x w x w x x        r r A B I I  

     0 1 0( ) ( )j w x x x x         f A B I I r B I  

 
   2

0 1

,
( )

w
j x O

w

 
    


r I I . 

Принимая во внимание равенство (4.67), разделим последнее уравнение на 

jε и устремим ε → 0, получим 

( ) ( )a x x r  

    
 
 

 0 1 0 0 1

, /
( ) ( ) ( )

,

w w
x x x x x

w w

  
       

 
f A B I I r B I r I I . 

Последнее равенство перепишем в виде неоднородного уравнения: 

  1 0( )x x   f A B I I  

 
 
 

 0 1 0

, /
( ) ( ) ( ) ( )

,

w w
a x x x x x

w w

  
    

 
r r B I r I I .  (4.81) 
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Применяя принцип суперпозиции для неоднородных систем, решение f(x) этого 

уравнения запишем в виде суммы 

 
 

, /
( ) ( ) ( ) ( )

,

w w
х С х х х

w w

  
  

 
f r g φ ,    (4.82) 

которое подставим в (4.81), получим уравнения 

    1 0 0 1( ) ( )x x x    φ A B I I r I I ,    (4.83) 

    1 0 0( ) ( ) ( ) ( )x x a x x x x     g A B I I r r I B .  (4.84) 

Отметим, что уравнение (4.84), определяющее вектор g(x), совпадает с пер-

вым уравнением (4.79), следовательно, утверждение (4.79) формулировки теоремы 

верно. Теперь рассмотрим уравнение (4.67). Продифференцируем его по x, полу-

чим равенство: 

    0 1 0 1

( )
( ) 0

x
x x

x


     



r
A B I I r I I . 

Учитывая последнее уравнение и уравнение (4.83) для φ(x), запишем важное 

равенство: 

( )
( )

x
x

x






r
φ ,        (4.85) 

В силу условия нормировки (4.63), для вектора φ(x) выполняется дополни-

тельное условие φ(x)е = 0.  

В силу (4.84) вектор g(х) является частным решением неоднородной системы, 

поэтому он удовлетворяет некоторому дополнительному условию, которое будем 

выбирать в виде g(х)е = 0, тогда решение g(х) системы (4.84), определяется одно-

значно системой (4.79). 

Теперь рассмотрим второе скалярное уравнение системы (26), в которое под-

ставим разложение (4.75) и перепишем с точностью до  3O  : 

     
22 ( , )

( ) , ( ) , ( )
w

j wa x w j w a x w x
 

         


f е  

        2 2

0 0, ( ) ( )w j w x x j w x x       f B I r I  
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2

2 3

0 0

( , ) /
( ) ( )

2

j w w w
x x j w x O

w

    
     



r B I r I е . 

Тогда, применяя равенство (4.67), разделив последнее уравнение на ε2, при 

ε → 0 получим уравнение 

 
 

2

0 0

( , ) /
2 ( ) 2 ( ) ( )

( , ) 2

jww
x x x x a x

w

  
    

 
f B I r I  

0

( , ) /
2 ( ) ( ) ( )

w w
a x x x

w

   
  


f r I е , 

в которое подставим разложение (4.82): 

 
  

2

0 0

( , ) /
2 ( ) 2 ( ) ( )

( , ) 2

jww
x x x x a x

w

  
    

 
g B I е r I е  

  0 0

( , ) /
( ) ( )

( , )

w w
w x x x

w

  
  

 
φ B I r I е .      (4.86) 

Обозначив  

 0 0( ) 2 ( ) 2 ( ) ( )b x x x x x a x   g B I е r I ,   (4.87) 

уравнение (4.86) перепишем в виде 

  
 

2

0 0

( , ) ( , )
( ) ( ) ( ) ( , )

2

jww w
w x x x b x w

w

   
     

 
φ B I е r I е . (4.88) 

Рассмотрим отдельно выражение 

 0 0( ) ( )x x x φ B I е r I е . 

Учитывая (4.85), из последнего выражения запишем  

 0 0

( )
( )

x
x x

x


 



r
B I е r I е .    (4.89) 

Из (4.69) рассмотрим выражение 

 0( ) ( )a x x x r B I е .           (4.90) 

Продифференцируем a(x) по х, и принимая во внимание, что вектор r(x) как 

решение системы (4.67), зависит от х, получим 
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 0 0

( )
( ) ( )

x
a x x x

x


   



r
B I е r I . 

Сравнивая последнее равенство и равенство (4.89), уравнение (4.88) перепи-

шем в виде 

 
2

( , ) ( , )
( ) ( ) ( , )

2

jww w
a x w b x w

w

   
   

 
,       (4.89) 

которое совпадает с (4.77). Теорема доказана. 

Функция b(x) имеет смысл коэффициента диффузии того диффузионного 

процесса, для которого коэффициентом переноса является функция a(x), определя-

емая равенством (4.69). 

Таким образом, определены функции a(x) равенством (4.69) и b(x) равен-

ством (4.78), которые применяются в построении аппроксимации с использованием 

асимптотически-диффузионного анализа предложенной системы.  

Метод асимптотически диффузионного анализа. Реализация метода 

асимптотически диффузионного анализа для нахождения распределения вероятно-

стей значений предельного при σ → 0 процесса числа i(t) заявок на орбите рассмат-

риваемой RQ-системы реализуется с использованием лемм 4.1. – 4.2 и теоремы 4.3. 

 Построение дискретного распределения, аппроксимирующего 

стационарное распределение вероятностей числа заявок на орбите.  

Ставится задача нахождения аппроксимации дискретного распределения ве-

роятностей P(i) числа i заявок на орбите для рассматриваемой тандемной RQ-

системы. Дискретное распределение вероятностей Pdif(i), предложенное в (4.33), 

где коэффициент переноса a(x) и диффузии b(x) определяются равенствами (4.69) 

и (4.78) соответственно, будем применять для аппроксимации распределения веро-

ятностей P(i) = P{i(t) = i} числа i заявок на орбите для рассматриваемой тандемной 

RQ-системы.  

Рассмотрим численные примеры, для этого определим матрицы 
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1 0.3 0.7

0.1 0.6 0.5

0.4 0.3 0.7

 
 

 
 
  

Q , 1

1 0 0

0 2 0

0 0 3

 
 


 
 
 

Λ .     (4.90) 

Обозначим ρ (0 < ρ <1) загрузку системы, а значение условных интенсивно-

стей входящего потока – элементов матрицы Λ, учитывая условие существования 

стационарного режима 1 2
1 1

1 2

 

  

rΛe , определим равенством 

1 1 2

1 1 1 1 2

.
 

   
  

Λ
Λ

rΛ e
. 

Рассмотрим тандемную RQ-систему с экспоненциальным обслуживанием, 

положив µ1 = 1, µ2 = 2 для различных параметров ρ и σ = 0.2. На рисунках 2 – 4 

приведены графики полученных распределений вероятностей P(i) при указанных 

значениях загрузки ρ. 

Рассмотрена тандемная система с повторными вызовами, общей орбитой и 

входящим ММРР-потоком. Для данной системы было определено условие суще-

ствования стационарного режима. Применяя метод асимптотически диффузион-

ного анализа в условии большой задержки заявок на орбите определен диффузион-

ный процесс, плотность распределения которого позволяет построить аппроксима-

цию дискретного распределения вероятностей числа заявок на орбите в рассматри-

ваемой тандемной RQ-системе. 
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Рисунок 4.1 – Тандемная RQ-система с ММРР входящим потоком, ρ = 0.95 σ = 0.2 

 

 

Рисунок 4.2 – Тандемная RQ-система с ММРР входящим потоком, ρ = 0.75 σ = 0.2 

 

Рисунок 4.3 – Тандемная RQ-система с ММРР входящим потоком, ρ = 0.65 σ = 0.2 

 



203 

 

 

Так как тандемная RQ-система с ММРР входящим потоком является более 

общей, чем модель с простейшим входящим потоком, интенсивность которого бу-

дем определять через интенсивности обслуживания заявок µ1 = 1 и µ2 = 2 прибо-

рами и загрузку системы по формуле 1 2

1 2

 
   

  
.  

Дискретное распределение вероятностей Pdif(i) из (4.33) будем применять для 

аппроксимации распределения вероятностей P(i) = P{i(t) = i} числа i заявок на ор-

бите для рассматриваемой RQ-системы.  

Точность аппроксимации Pdif(i) определяется с помощью расстояния Колмо-

горова ∆1 (4.34), которое показывает разницу между распределениями вероятно-

стей Pim(i) и Pdif(i), где Pim(i) получено с помощью имитационного моделирования, 

Pdif(i) получено в виде (4.33), в котором коэффициенты a(x) и b(x) определяются 

формулами (4.69) и (4.78) соответственно. Если мы положим все элементы λ = λk в 

матрице Λ, то мы получим простейший поток с интенсивностью λ. Для сравнения 

с точностью аппроксимации в виде (3.89) для данной системы, полученной с помо-

щью метода асимптотического анализа зададим расстояние Колмогорова ∆2 в виде 

(4.35). 

Таблица 4.5 – Расстояния Колмогорова 

∆1 
σ = 2 σ = 1.3 σ = 0.5 σ = 0.1 σ = 0.05 σ = 0.02 

∆2 

ρ = 0.5 
0.061 0.049 0.011 0.033 0.019 0.013 

0.094 0.101 0.142 0.071 0.034 0.022 

ρ = 0.6 
0.041 0.025 0.027 0.023 0.012 0.009 

0.158 0.134 0.125 0.049 0.039 0.024 

ρ = 0.8 
0.006 0.017 0.030 0.012 0.035 0.011 

0.258 0.224 0.146 0.071 0.036 0.031 

ρ = 0.9 0.009 0.018 0.021 0.008 0.003 0.004 

0.363 0.305 0.198 0.097 0.074 0.049 
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Анализируя результаты таблицы 4.5, можно сделать вывод, что аппроксима-

ция, построенная с помощью асимптотически диффузионного анализа в 7,5 раз точ-

нее, чем гауссовская аппроксимация и может быть использован для σ < 1.3. Полу-

жирным в таблице выделены те значения, при которых будем считать точность ап-

проксимации вполне приемлемой при ∆ ≤ 0.05, достаточно точной при ∆ ≤ 0.03 и 

сверхточной ∆ ≤ 0.01. 

 Резюме 

В настоящей главе представлено исследование RQ-систем с разнотипными 

вызываемыми заявками, с ненадежным прибором и тандемной RQ-системы с об-

щей орбитой. Анализ моделей в данной главе представлен предлагаемым в диссер-

тации методом асимптотически-диффузионного анализа. Построены диффузион-

ные аппроксимации дискретных распределений вероятностей числа заявок на ор-

бите для всех систем. На численных примерах показана точность построенных ап-

проксимаций, а также проведено сравнение результатов асимптотического и 

асимптотически-диффузионного анализа, которая определена с помощью расстоя-

ния Колмогорова в сравнении с распределением вероятностей, полученным с по-

мощью имитационного моделирования. Численные примеры показывают, что точ-

ность асимптотически-диффузионной аппроксимации может быть на порядок 

выше гауссовской аппроксимации, полученной методом асимптотического анализа 

предыдущей главы. 

Результаты, описанные в данной главе, были представлены в работах [61, 60, 

197]. Разработанный метод, который представлен в данной главе, использовался в 

работах автора [193, 203, 194, 206, 212] 



205 

 

 

  Многолинейные системы с повторными вызовами 

 

 

 

В последнее время наблюдаются большие возможности в использовании 

многолинейных систем с повторными вызовами для моделирования и проектиро-

вания систем обработки данных. 

Как известно, существует множество модификаций RQ-систем, рассмотрен-

ных разными авторами — от обычных однолинейных или многолинейных RQ-

систем до RQ-систем с несколькими орбитами, приоритетами, коллизиями и так 

далее.  

В этой главе рассмотрим многолинейные RQ-системы с одной орбитой. К со-

жалению, точные аналитические решения для таких систем могут быть получены 

в очень редких случаях. В связи с этим большинство авторов используют числен-

ные методы, аппроксимации или имитационное моделирование для изучения таких 

систем [160, 232]. Применяется новый метод асимптотически-диффузионного ана-

лиза для более детального и точного изучения предложенных моделей, что позво-

ляет получить более точные приближения и более широкие области их примене-

ния. 

Во второй главе в разделе 2.4 были подробно описаны математические мо-

дели в виде многолинейных RQ-систем. Для распределения вероятностей состоя-

ний таких систем записаны системы уравнений Колмогорова. В данной главе будет 

применим метод асимптотически диффузионного анализа полученных уравнений 

в условии большой задержки заявок на орбите. Мы строим диффузионный процесс, 

который используется для построения аппроксимаций стационарных вероятност-

ных распределений числа занятых приборов и числа заявок на орбите. Используя 

имитационное моделирование и численные эксперименты, мы определяем область 

применимости предложенных аппроксимаций. 
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 Исследование многолинейной RQ-системы M|H2|N 

В данном разделе приводится анализ N-линейной RQ-системы с гиперэкспо-

ненциальной функцией распределения времени обслуживания заявок в системе. 

Для распределения вероятностей трехмерного процесса {n1(t), n2(t), i(t)}, где i(t) – 

число заявок на орбите, n1(t), n2(t) – число приборов, занятых на первой и второй 

фазах соответственно, составлена система дифференциальных уравнений Колмо-

горова. Для компактности записей эта система уравнений записана с применением 

однородных конечно-разностных операторов по дискретным переменным n1, n2. 

Для решения составленной системы уравнений применяется метод асимптотически 

диффузионного анализа в предельном условии σ → 0 (растущего времени пребы-

вания заявки на орбите). Будут найдены асимптотические (предельные) распреде-

ления вероятностей R(n1, n2) числа приборов, занятых на первой и второй фазах об-

служивания и предельная плотность распределения вероятностей нормированного 

числа заявок на орбите. Точность предлагаемых аппроксимаций определяется ком-

пьютерными экспериментами сравнения найденных в работе распределений с рас-

пределениями, полученными на имитационной модели рассматриваемой RQ-си-

стемы с гиперэкспоненциальным распределением времени обслуживания на каж-

дом приборе. 

 Метод асимптотически-диффузионного анализа RQ-системы 

M|H2|N 

Первый этап асимптотического анализа. Обозначив σ = ε и выполнив за-

мены 

τ = tε,  u = εw,  H(u, t) = F(w, τ, ε),      (5.1) 

систему (2.68) перепишем в виде: 

   0 1

( , , ) ( , , )
( , , ) j w j ww w
w e j e

w

       
      

 

F F
F A B I I , 

  0

( , , ) ( , , )
1 ( , , )j w j ww w

e w je
w

        
      

  

F F
E F B I E .           (5.2) 
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Решение F(w, τ, ε) будем искать в классе функций, для которых существует 

предел 
0

lim ( , , ) ( , ),w w


   F F  и предел производных по w 
0

( , , ) ( , )
lim

w w

w w

    


 

F F
 

и по τ 
0

( , , ) ( , )
lim

w w



    


 

F F
. Решая систему (5.2) в предельном условии ε → 0 

докажем следующее утверждение. 

Теорема 5.1 В рассматриваемой многолинейной RQ-системе M|H2|N компо-

ненты R(n1, n2, x) предельной при ε → 0 матрицы R(x) вероятностей состояний n1 

и n2 приборов определяются равенствами  

1 2

1 2
1 2

1 2

( ) ( )
( , , ) (0,0, )

! !

n nx x
R n n x R x

n n

 
  , 

1 2

1 2

1 2

1 2

( ) ( )
(0,0, ) 1

! !

n nN

n n N

x x
R x

n n 

 
  .     (5.3) 

Здесь  

 
1 1

1

( )
x

x q
 

 


,  
 

2 2

2

( )
x

x q
 

 


,        (5.4) 

x = x(τ) является решением обыкновенного дифференциального уравнения 

    0( )x x x    R B I E .        (5.5) 

Доказательство. В системе (5.2) устремим ε→0, получим 

   0 1

( , )
( , ) 0

w
w j

w

 
    



F
F A B I I , 

0

( , ) ( , )
( , )

w w
jw w j

w

    
   

  

F F
E F B I E .         (5.6) 

Решение системы (10) будем искать в виде 

( )( , ) ( ) jwxw x e  F R .       (5.7) 

Здесь R(x) – предельная при ε → 0 матрица вероятностей R(n1, n2, х) приборов, а 

x = x(τ) – скалярная функция аргумента τ, которая определяет при ε → 0 нормиро-

ванное величиной ε = σ среднее значение εi(τ) – числа заявок на орбите. Подставим 

решение (5.7) в систему (5.6), получим 
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  0 1( ) ( ) 0x x    R A B I I ,         (5.8) 

    0( )x x x    R B I E .        (5.9) 

Равенство (5.8) для компонент R(n1, n2, x) матрицы R(х) является однородной си-

стемой линейных алгебраических уравнений, решение R(n1, n2, x) которой зависит 

от значений х функции х(τ). 

Равенство (5.9), совпадающее с (5.5), является обыкновенным дифференци-

альным уравнением первого порядка относительно функции x(τ). Найдя решение 

R(x) системы (5.8), подставив его в скалярное уравнение (5.9), обозначим  

  0( ) ( )a x x x  R B I E .       (5.10) 

Ниже будет показано, что эта функция имеет смысл коэффициента переноса 

диффузионного процесса, определяющего асимптотическое распределение вероят-

ностей числа заявок на орбите. 

Решим систему (5.8). Запишем для компонент R(n1, n2, х) матрицы R(x) одно-

родное матричное уравнение (5.8) в виде однородной системы линейных алгебра-

ических уравнений 

при 1 2 1n n N   : 

     1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1 2( 1, , ) ( , 1, ) ( , , )q x R n n x q x R n n x x n n R n n x                

1 1 1 2 2 2 1 2( 1) ( 1, , ) ( 1) ( , 1, ) 0n R n n x n R n n x         , 

При 1 2n n N  : 

     1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1 2( 1, , ) ( , 1, ) ( , , ) 0q x R n n x q x R n n x n n R n n x            . 

Обозначим  

1 1

1

( )
x

x q
 

 


, 2 2

2

( )
x

x q
 

 


.       (5.11) 

Применяя (5.11) и подставляя выражения (5.3) в последнюю однородную си-

стему уравнений, получим тождественные равенства, которые доказывают спра-

ведливость равенств (5.3). Здесь R(n1, n2, х) имеют смысл предельных при σ → 0 ве-
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роятностей того, что в рассматриваемой N-линейной RQ-системе заняты n1 прибо-

ров на первой фазе с интенсивностью обслуживания µ1 и n2 приборов на второй 

фазе с интенсивностью обслуживания µ2.  

Корректность применения условия нормировки в (5.3) не требует обоснова-

ния. Теорема доказана. 

Следствие 5.1 Пусть 

1 2

1 2( ) ( , , )
n n N

r x R n n x
 

  ,            (5.12) 

тогда функцию a(x) из (5.10) можно записать в виде 

    ( ) ( )a x x r x x     .      (5.13) 

Доказательство. Равенство (5.10), которое определяет значение функции 

a(x) с помощью операторов B, I0, Е перепишем в виде 

    0 0( ) ( ) ( ) ( )a x x x x x x      R B I E R BE R I E  

1 2 1 2

1 2 1 2

1

( , , ) ( , , )
n n N n n N

R n n x x R n n x
    

      

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2( , , ) ( , , ) ( , , )
n n N n n N n n N

R n n x x R n n x R n n x
     

 
     

 
    

 
1 2 1 2

1 2 1 2( , , ) ( , , )
n n N n n N

x R n n x x R n n x
   

     . 

Применяя обозначение (5.12) в первом слагаемом и условие нормировки во втором 

получим равенство (5.13). Следствие доказано. 

Второй этап асимптотического анализа. Учитывая вид предельной харак-

теристической функции e jwx(τ) нормированного числа 
1

( )i t


из (5.7), сделаем сле-

дующие замены в исходной системе уравнений (5.2)  

( )
(2)( , ) ( , )

u
j x t

u t e u t


H H , 

Для матричной функции H(1)(u, t), учитывая обозначение (5.10), получим си-

стему 
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(2)

(2) (2)

0 1
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H
H H A B I I  
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H
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H
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(2)

(2)

0 0

( , )
1 ( , )ju ju ju u t

e u t e x e j
u

  
         

H
H B I I E .      (5.14) 

Обозначив σ = ε2 и выполнив замены  

τ = tε2, u = εw, H(2)(u, t) = F(2)(w, τ, ε),          (5.15) 

систему (5.14) перепишем в виде: 

  
(2)

2 (2) (2)

0 1

( , , )
( ) ( , , ) ( , , ) j w j ww

j wa x w w e x e    
           



F
F F A B I I  

 
(2)

0 1

( , , ) j ww
j e

w

   
  



F
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(2)
2 (2)( , , )

( ) ( , , )
w

j wa x w
  

     


F
E F E  

 
(2)

(2)

0 0

( , , )
1 ( , , )j w j w j w w

e w e x e j
w

       
           

F
F B I I E .  (5.16) 

Решение F(2)(w, τ, ε) будем искать в классе функций, для которых существует 

предел 
(2) (2)

0
lim ( , , ) ( , )w w


   F F  и предел производных по w 

(2) (2)

0

( , , ) ( , )
lim

w w

w w

  


 

F F
 и по τ 

(2) (2)

0

( , , ) ( , )
lim

w w



  


 

F F
. Докажем следующее 

утверждение. 

Теорема 5.2 Функция 
(2) ( , )w F  имеет вид  

 (2) ( , ) , ( )w w x   F R ,    (5.17) 

где матрица R(x), зависящая от значений параметра x, определена в Теореме 5.1 

своими компонентами R(n1, n2, х), а скалярная функция Φ(w, τ) является решением 

уравнения 
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2

( , ) ( , )
( ) ( ) ( , )

2

jww w
a x w b x w

w

   
   

 
.   (5.18) 

Здесь функция a(x) определяется равенством (5.10), а скалярная функция b(x) 

имеет вид 

 0 0( ) ( ) 2 ( ) 2 ( )b x a x x x x x   g B I e R I e ,     (5.19) 

где матрица g(х) определяется системой уравнений 

    1 0 1( ) ( ) ( ) ( )х x a x x x x     g A B I I R R I B , 

g(х)E = 0.          (5.20) 

Доказательство. Запишем первое уравнение системы (5.19) с точностью до 

 2O  : 

  (1) (1)

0 1 1( ) ( , , ) ( , , )j wa x w w j w x j w             F F A B B I I I  

   
(1)

2

0 1

( , , )w
j О

w

  
    



F
I I . 

Решение этого уравнения запишем в виде  

    (1) 2( , , ) , ( ) ( )w w x j w x O       F R f ,   (5.21) 

где Φ(w, τ) – некоторая скалярная функция, вид которой определим ниже. Получим  

       0 1( ) , ( ) , ( )j wa x w x w x x        R R A B I I  

     0 1 1( )j w x x x         f A B I I R B I  

 
   2

0 1

,
( )

w
j x O

w

 
    


R I I . 

Принимая во внимание равенство (5.8), разделим последнее уравнение на jε и 

устремим ε → 0, получим 

    
 
 

 0 1 1 0 1

, /
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,

w w
a x x x x x x x

w w

  
       

 
R f A B I I R B I R I I , 

последнее равенство перепишем в виде неоднородного уравнения: 

  1 0( )x x   f A B I I  
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 1 1 0

, /
( ) ( ) ( ) ( )

,

w w
a x x x x x

w w

  
    

 
R R B I R I I .      (5.22) 

Общее решение f(x) этого уравнения запишем в виде  

 
 

, /
( ) ( ) ( ) ( )

,

w w
х С х х х

w w

  
  

 
f R g φ ,    (5.23) 

которое подставим в (5.22), получим матричные уравнения 

    1 0 0 1( ) ( )x x x    φ A B I I R I I ,    (5.24) 

    1 0 1( ) ( ) ( ) ( )x x a x x x x     g A B I I R R I B .  (5.25) 

Отметим, что уравнение (5.25), определяющее матрицу g(x), совпадает с пер-

вым уравнением (5.20), следовательно, утверждение (5.25) формулировки теоремы 

верно.  

Теперь рассмотрим уравнение (5.8). Продифференцируем его по x, получим 

равенство: 

    0 1 0 1

( )
( ) 0

x
x x

x


     



R
A B I I R I I . 

Учитывая последнее уравнение и уравнение (5.24) для φ(x), запишем важное равен-

ство: 

( )
( )

x
x

x






R
φ ,        (5.26) 

где φ(x)Е = 0.  

В силу (5.25) матрица g(х) является частным решением неоднородной си-

стемы, поэтому она удовлетворяет некоторому дополнительному условию, которое 

будем выбирать в виде g(х)Е = 0, тогда решение g(х) системы (5.25), удовлетворя-

ющее условию gЕ = 0, определяется однозначно в виде (5.20). 

Теперь рассмотрим второе скалярное уравнение системы (5.16), в которое 

подставим разложение (5.21) и перепишем с точностью до  3O  : 

  2 ( , )
( ) , 1 ( )

w
j wa x w j w x

 
       


f E  
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 3O  , 

Тогда применяя равенство (5.10) 
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Получим уравнение 
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f B I R I f E R I E , 

в которое подставим решение (5.23) 

 
  

2

0 0

( , ) /
2 ( ) 2 ( ) ( )

( , ) 2

jww
x x x x a x

w

  
    

 
g B I E R I E  

  0 0

( , ) /
( ) ( )

( , )

w w
w x x x

w

  
  

 
φ B I R I E .       (5.27) 

Обозначив  

 0 0( ) ( ) 2 ( ) 2 ( )b x a x x x x x   g B I E R I E ,     (5.28) 

уравнение (5.27) перепишем в виде 

  
 

2

0 0

( , ) ( , )
( ) ( ) ( ) ( , )

2

jww w
w x x x b x w

w

   
     

 
φ B I R I E . (5.29) 

Рассмотрим отдельно выражение 

 0 0( ) ( )x x x φ B I E R I E . 

Применяя (5.26) к последнему равенству, имеем 
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 0 0

( )
( )

x
x x

x


 



R
B I E R I E .        (5.30) 

Рассмотрим выражения a(x) из (5.10) 

0( ) ( ) ( )a x x x x R Be R I e ,        (5.31) 

Продифференцируем a(x) по х, и принимая во внимание, что матрица R(x) как ре-

шение системы (5.8), зависит от х, получим 

 0 0 0 0

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x x x
a x x x x x

x x x

  
      

  

R R R
BE I E R I E B I E R I E  

Сравнивая последнее равенство и равенство (35), уравнение (34) перепишем 

в виде 

 
2

( , ) ( , )
( ) ( ) ( , )

2

jww w
a x w b x w

w

   
   

 
,         (5.32) 

которое совпадает с (5.18). Теорема доказана. 

Следствие 5.2 Пусть 
1 2

1 1 2( ) ( , , ),
n n N

g x g n n x
 

   
1 2

1 2( ) ( , , )
n n N

r x R n n x
 

  , тогда 

функцию b(x), определяемую равенством (5.19), можно записать в виде  

  1( ) ( ) 2 (1 ( )) ( )b x a x x r x x g x       .       (5.33) 

Доказательство. Равенство (5.19)  0 0( ) ( ) 2 ( ) 2 ( )b x a x x x x x   g B I E R I E , 

определяющее значения функции b(x) с помощью операторов B, I0 и Е перепишем 

в скалярном виде: 

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 1

( ) ( ) 2 ( , , ) ( , , ) ( , , )
n n N n n N n n N

b x a x g n n x x g n n x x R n n x
       

 
      

 
    

1 2 1 2

1 1 2 1 2 1( ) 2 ( ) 1 ( , , ) ( , , ) ( )
n n N n n N

a x g x x x R n n x x g n n x g x
   

    
          

     
  . 

Здесь, применяя условие g(х)Е = 0, получим равенство  

  1( ) ( ) 2 (1 ( )) ( )b x a x x r x x g x       ,  

совпадающее с (5.33). Следствие доказано. 
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Ниже будет показано, что функция b(x) имеет смысл коэффициента диффу-

зии того диффузионного процесса, для которого коэффициентом переноса является 

функция a(x), определяемая равенством (5.10). 

Таким образом, определены функции a(x) равенством (5.10) и b(x) равен-

ством (5.19). Ниже будет показано их применение в методе асимптотически-диф-

фузионного анализа RQ-системы M|H2|N.  

Метод асимптотически диффузионного анализа. В результате обозначе-

ния σ = ε2 и замен τ = tε2, u = εw, H(2)(u, t) = F(2)(w, τ, ε), в системе уравнений для 

матричной функции H(2)(u, t), рассмотрен предельный при σ → 0 случайный про-

цесс 

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ,i t x t i x

   
           

    
 

где i(τ) – число заявок на орбите, а функция x(τ) определена выше как решение 

дифференциального уравнения ( ) ( )x a x   . Можно доказать следующее утвержде-

ние.  

Лемма 5.1 Предельный при σ → 0 случайный процесс  

0

1
( ) lim ( ) ( )y i x



 
      

 
 

является решением стохастического дифференциального уравнения 

( ) ( ) ( ) ( )dy a x yd b x dw    ,        (5.34) 

зависящего от значений непрерывного параметра x.  

Доказательство леммы 5.1 аналогично доказательству лемме 4.1. 

Как указано выше,    . Рассмотрим случайный процесс 

( ) ( ) ( )z x y      ,          (5.35) 

Лемма 5.2 Случайный процесс z(τ) является решением стохастического 

дифференциального уравнения  

( ) ( ) ( ) ( )dz a z d b z dw              (5.36) 

с точностью до бесконечно малых О(ε2). 
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Доказательство леммы 5.2 аналогично доказательству лемме 4.2. 

Рассмотрим стационарную плотность распределения вероятностей для про-

цесса z(τ), т.е. будем полагать, что система функционирует в стационарном режиме, 

тогда  

.     (5.37) 

Теорема 5.3 Стационарная плотность распределения вероятностей s(z) 

случайного процесса z(τ) имеет вид: 

,    (5.38) 

где C – нормирующая константа.  

Доказательство теоремы 5.3 аналогично доказательству теоремы 4.3. 

 Построение дискретного распределения, аппроксимирующего 

стационарное распределение вероятностей числа заявок на орбите 

В результате проведенных исследований доказано, что в предельном условии 

σ → 0 стационарное трехмерное распределение вероятностей  

P{n1(t) = n1, n2(t) = n2, i(t) = i} = P(n1, n2, i, t) 

можно представить в виде произведения в стационарном виде 

P(n1, n2, i) = R(n1, n2)P(i) 

двумерного распределения R(n1, n2) числа приборов, занятых на первой и второй 

фазах гиперэкспоненциального распределения вероятностей времени обслужива-

ния заявки в RQ-системе M|H2|N и одномерного распределения вероятностей P(i) 

числа заявок на орбите.  

Так как в стационарном режиме дифференциальное уравнение (5.10) обраща-

ется в равенство  

a(x) = 0,           (5.39) 

которое является уравнением относительно x, то его положительное решение обо-

значим x = κ, а значения вероятностей R(n1, n2), в силу (5.3), определим равенством 

R1(n1, n2) = R1(n1, n2, κ),        (5.40) 

 ( )
( , ) ( )

P z z
s z s z

z

  
  



0

2 ( )
( ) exp

( ) ( )

z
С a x

s z dx
b z b x
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где переменную x полагаем равной κ. Вероятность того, что в N-линейной системе 

занято n приборов при x = κ обозначим R1(n). 

Для построения аппроксимации P1(i) для дискретного распределения P(i) 

вернемся к плотности s(z) случайного процесса z(τ). В допредельной ситуации про-

цесс z(τ) можно переписать в виде 

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )z x y x i x

  
                  

 

( ) ( ) ( ) ( )x i x i          . 

Переход от плотности распределения s(z) непрерывного случайного процесса 

z(τ) к дискретному распределению P1(i) дискретного случайного процесса σi(τ) 

можно осуществить разными способами. Укажем один из них. В силу равенства 

(5.38), запишем неотрицательную функцию G(i) дискретного аргумента i в виде: 

.       (5.41) 

Принимая во внимание условие нормировки, запишем следующее дискрет-

ное распределение вероятностей 

.        (5.42) 

Предложенное дискретное распределение вероятностей P1(i) будем приме-

нять для аппроксимации распределения вероятностей P(i) = P(i(t) = i) числа i за-

явок на орбите для рассматриваемой RQ-системы.  

Найденное распределение позволяет получить еще одну, кроме (5.40) ап-

проксимацию, распределение вероятностей числа приборов, занятых на первой и 

второй фазах.  

В равенстве (5.3) значения детерминированной переменной x заменим значе-

ниями случайного процесса z и применяя (5.42) усредним по этим значениям, по-

лучим 

,    (5.43) 

0

2 ( )
( ) exp

( ) ( )

i
С a x

G i dx
b i b x

 
  

  


1

0

( ) ( ) ( )
i

P i G i G i
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где R(n1, n2, x) определяется равенством (5.3). Вероятность того, что в N-линейной 

системе занято n приборов, в случае, когда значения x заменены значениями слу-

чайного процесса z, обозначим R2(n). 

Точность предлагаемых аппроксимаций (5.40), (5.42), (5.43) будет проиллю-

стрирована на численных примерах, где будет показана их высокая точность и при-

менимость для широкого спектра значений сетевых параметров σ, λ, µ1, µ2 и q1 рас-

сматриваемой RQ-системы.  

 Точность предлагаемых аппроксимаций для системы M|H2|N при 

гиперэкспоненциальном распределении времени обслуживания 

Для исследования точности предлагаемых аппроксимаций для распределе-

ния вероятностей R(n) числа n занятых приборов и для распределения вероятностей 

P(i) числа заявок на орбите (5.42) N-линейной RQ-системы M|H2|N с гиперэкспо-

ненциальным обслуживанием была разработана имитационная модель этой RQ-

системы. 

Будем полагать среднее значение времени обслуживания равным единице. В 

численных примерах рассмотрим пятилинейные RQ-системы, когда N = 5.  

Обозначим ρ (0 < ρ <1) загрузку системы, а значение λ интенсивности входя-

щего потока определим равенством λ = ρN. Рассмотрим RQ-систему с гиперэкспо-

ненциальным обслуживанием, положив µ1 = 0.5, µ2 = 3, q1 = 0.4, q2 = 0.6 при ука-

занных в таблицах значениях параметров ρ и σ. В Таблице 5.1 приведены значения 

расстояний Колмогорова  

,  

между распределением вероятностей R(n), полученного реализацией имитацион-

ной модели и аппроксимациями R1(n) и R2(n) этого распределения, полученного по 

формулам (46) и (49).  

 

 

1 1
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Таблица 5.1 – Расстояния Колмогорова для аппроксимаций R1(n) и R2(n) 

числа занятых приборов  

 Δ σ = 2 σ = 1 σ = 0.5 σ = 0.2 σ = 0.1 

ρ = 0.6 
Δ1 0.044 0.032 0.020 0.011 0.006 

Δ2 0.059 0.053 0.042 0.019 0.008 

ρ = 0.7 
Δ1 0.065 0.046 0.030 0.015 0.009 

Δ2 0.083 0.063 0.038 0.013 0.003 

ρ = 0.8 
Δ1 0.078 0.056 0.037 0.019 0.011 

Δ2 0.075 0.050 0.025 0.005 0.002 

ρ = 0.9 
Δ1 0.073 0.049 0.030 0.015 0.008 

Δ2 0.045 0.021 0.008 0.001 0.001 

 

Анализируя результаты в Таблице 5.1, видно, что для значений ρ ≤ 0.7 более 

предпочтительной оказывается первая аппроксимация R1(n), полученная по фор-

муле (5.40). При ρ > 0.7 предпочтительнее выглядит вторая аппроксимация R2(n), 

полученная по формуле (5.43). Полужирным в таблице выделены те значения, при 

которых будем считать точность аппроксимации вполне приемлемой, достаточно 

точной и сверхточной. 

При уменьшении значений σ точность аппроксимаций возрастает (Δ умень-

шается), а при σ ≤ 1 всегда можно выбрать ту аппроксимацию, для которой вели-

чина Δ ≤ 0.05, а, следовательно, эта аппроксимация приемлема по точности, как это 

мы указывали выше. 

В Таблице 5.2 приведены значения расстояний Колмогорова  

1
0

0

max ( ) ( )
i

i
v

P v P v
 



    

между распределениями вероятностей P1(i), полученного по формуле (5.42) и P(i), 

полученного реализацией имитационной модели. 
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Таблица 5.2 – Расстояния Колмогорова для аппроксимации P1(i) числа заявок 

на орбите 

 σ = 2 σ = 1 σ = 0.5 σ = 0.2 σ = 0.1 

ρ = 0.6 0.085 0.129 0.141 0.082 0.039 

ρ = 0.7 0.122 0.122 0.081 0.027 0.014 

ρ = 0.8 0.104 0.070 0.032 0.011 0.014 

ρ = 0.9 0.052 0.022 0.003 0.012 0.010 

 

Из табличных значений следует, что точность предлагаемой в (5.42) аппрок-

симации возрастает (Δ уменьшается) с уменьшением величины σ, которая в теоре-

тических исследованиях полагалась бесконечно малой. Здесь же расстояние Кол-

могорова Δ ≤ 0.05 для всех значений сетевых параметров σ и ρ правого нижнего 

угла таблицы. При ρ = 0.9 это неравенство выполняется при всех значениях σ ≤ 1, 

что говорит о высокой точности предлагаемой в (5.42) аппроксимации P1(i) числа i 

заявок на орбите для рассматриваемой пятилинейной RQ-системы с гиперэкспо-

ненциальным обслуживанием заявок при заданных значениях µ1 = 0.5, µ2 = 3, 

q1 = 0.4. 

 Исследование N-линейной RQ-системы со специальным обслуживанием 

В данном разделе рассмотрим многолинейную систему с повторными вызо-

вами и специальным обслуживанием, описанную в разделе 2.4.2 Главы 2. Следует 

отметить, что для подобных систем даже без времени настройки работы сервера 

очень трудно получить аналитические результаты. Предполагается, что сервер мо-

жет быть недоступен для обслуживания заявок, при этом он требует времени 

настройки и продолжает потреблять энергию. Многолинейные RQ-системы со спе-

циальным обслуживанием хорошо описывают такие ситуации. Предложена реали-

зация асимптотически-диффузионного метода, с помощью которого найдено не-

прерывное предельное распределение, применяя которое, получена достаточно 
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точная аппроксимация для допредельного дискретного распределения вероятно-

стей состояний рассматриваемой многолинейной RQ-системы со специальным об-

служиванием. 

 Метод асимптотически-диффузионного анализа многолинейной RQ-

системы М|M, M|N с двухфазным специальным обслуживанием  

Первый этап асимптотического анализа. Обозначив σ = ε и выполнив в 

системе (2.72) замены 

τ = tε,  u = εw,  H(u, t) = F(w, τ, ε), 

систему (2.72) перепишем в виде: 

   0 1

( , , ) ( , , )
( , , ) j w j ww w
w e j e

w

       
       

 

F F
F A B I I , 

     1 2( , , ) 1 ( , , ) ( , , )j w j ww e w je w
w

    
           
  

F E F E F E .      (5.44) 

Обозначим R(x) – матрицу вероятностей R(n1, n2, х), где x = x(τ) – скалярная 

функция, которую мы определим ниже. Компоненты R(n1, n2, х) матрицы R(x) 

имеют смысл предельных при ε → 0 вероятностей того, что в рассматриваемой RQ-

системе n1 приборов заняты на первой, а n2 приборов на второй фазах обслужива-

ния.  

Решение F(w, τ, ε) будем искать в классе функций, для которых существует 

предел 
0

lim ( , , ) ( , ),w w


   F F  и предел производных по w 
0

( , , ) ( , )
lim

w w

w w

    


 

F F
 

и по τ 
0

( , , ) ( , )
lim

w w



    


 

F F
. Решая систему (5.44) в предельном условии ε → 0 

(σ → 0) докажем следующее утверждение. 

Теорема 5.4 В предельном условии σ → 0 выполняется равенство 

,      (5.45) 

где скалярная функция x = x(τ) является решением обыкновенного дифференциаль-

ного уравнения  

 

0
lim

jw i
jwx

Me e
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,    (5.46) 

компоненты R(n1, n2, х) матрицы R(x) удовлетворяют условию нормировки  

,       (5.47) 

и являются решением однородной системы линейных алгебраических уравнений 

.        (5.48) 

Доказательство. В системе (5.44) устремим ε → 0, получим 

   0 1

( , )
( , ) 0

w
w j

w

 
     



F
F A B I I , 

  1 2( , ) ( , ) ( , )w jw w j w
w

  
      

  
F E F E F E .           (5.49) 

Решение системы (5.49) будем искать в виде произведения 

( )( , ) ( ) jwxw x e  F R .         (5.50) 

Здесь x = x(τ) – скалярная функция аргумента τ, которая определяет при ε → 0, нор-

мированное величиной ε = σ, среднее значение σi(τ/σ) числа заявок на орбите. Под-

ставим решение (5.50) в систему (5.49), получим 

,         (5.51) 

.      (5.52) 

В силу того, что скалярная функция x(τ) аргумента τ, является предельным 

при ε → 0, нормированным величиной ε = σ, средним значением σi(τ/σ) числа за-

явок на орбите, то выполняется равенство (5.45). Теорема доказана.  

Найдя решение R(x) системы (5.51), подставив его в скалярное уравнение 

(5.52), обозначим  

 1 2( ) ( ) ( )a x x x   R E E .          (5.53) 

При исследовании RQ-систем методом асимптотически диффузионного ана-

лиза, функция a(x) играет важную роль. В доказанной теореме 5.4 показано, что 

( ) ( )a x x  , поэтому функция a(x) определяет динамику процесса x(τ), предельного 

при σ → 0 для нормированного числа σi(τ/σ) заявок на орбите.  

    1 2( )x x x     R E E

 
1 2

1 2, , ( ) 1
n n N

R n n x x
 

  R E

  0 1( ) ( ) 0x x     R A B I I

  0 1( ) ( ) 0x x     R A B I I

    1 2( )x x x     R E E



223 

 

 

Ниже будет показано, что эта функция a(x) имеет смысл коэффициента пере-

носа диффузионного процесса, определяющего асимптотическое распределение 

вероятностей числа i(t) заявок на орбите рассматриваемой RQ-системы. Применяя 

функцию a(x), получим условие существования стационарного режима в рассмат-

риваемой RQ-системе. 

Условие существования стационарного режима. В силу равенства (5.53), 

если a(0) > 0 значения процесса x(τ), определяемого равенством ( ) ( )a x x  , воз-

растают в окрестности x = 0. Если a(x) > 0 при всех значениях x, то в рассматрива-

емой RQ-системе не существует стационарного режима. 

Так как стационарный режим существует, если выполнено неравенство 

 lim 0
x

a x


 . Докажем следующее утверждение. 

Теорема 5.5 Условием существования стационарного режима в рассматрива-

емой RQ-системе является неравенство: 

  2 1

2

2 1

1N
N

N

  
  

 
.    (5.54) 

Доказательство. Найдем предельное при x → ∞ значение функции a(x). В 

силу (5.53), функция a(x) определяется равенством  1 2( ) ( ) ( )a x x x   R E E , где 

операторы суммирования E1 и E2 определены выше, а указанное равенство перепи-

шем для компонент R(n1, n2) в виде:  

1 2 1 2

1 2 1 2

1

( ) ( , , ) ( ) ( , , )
n n N n n N

a x R n n x x R n n x
    

       (5.55) 

Для того, чтобы найти предельное значение lim ( )
x

a x


, установим предельное при 

x → ∞ свойства вероятностей R(n1, n2, x), определяемых равенствами (5.47) и (5.48).  

Для наглядности, на рисунке изображен граф интенсивностей переходов, 

определяющий вероятности R(n1, n2, x).  
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Рисунок 5.1 – Граф интенсивностей переходов, определяющих вероятности 

R(n1, n2, x) 

 

Применяя метод сечений графа, для этих вероятностей составим равенства, 

которые линейными преобразованиями также можно получить из системы (5.51), 

но гораздо нагляднее эти равенства получаются методом сечения графа. Для диа-

гональных сечений при n1 + n2 = n ≤ N – 1 составим равенства 

 
1 2 1

1

1 2 2 2 1 2 2

1

( , , ) ( 1 , , )
n

n n n n

x R n n x n R n n n x


  

      ,  (5.56) 

из которых следует, что в пределе при x → ∞ все вероятности R(n1, n2, x) при 

n1 + n2 ≤ N – 1 равны нулю, а в силу условия нормировки 

1 2

1 2lim ( , , ) 1
x

n n N

R n n x


 

 ,     (5.57) 
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и все предельные ненулевые вероятности R(n1, n2) лежат на диагонали n1 + n2 = N. 

Более того, из равенств (5.56) следует, что суммы 
1 2

1 2( , , )
n n n

R n n x
 

  при n ≤ N – 1 яв-

ляются бесконечно малыми порядка 
1

N n

x



 
 
 

. 

Для горизонтальных сечений запишем равенства 

2 1(0, , ) (1, 1, )N R N x R N x    , 

 2

1

1

2 2 1 1 1 2 2

1

(0, , ) ( , 1, ),     1
N n

n

n R n x n R n n x при n N
 



      . 

Так как при n2 ≤ N – 1 вероятности R(0, n2, x), лежащие на диагоналях 

n1 + n2 = n ≤ N – 1, при x → ∞, являются бесконечно малыми порядка 

2
1

N n

x



 
 
 

, то 

также являются малыми порядка 

2
1

N n

x



 
 
 

и суммы 
 2

1

1

1 2

1

( , 1, )
N n

n

R n n x
 



 . То есть при 

n2 = N – 1, сумма R(1, N – 2, x) + R(2, N – 2, x) в том числе и краевая вероятность 

R(2, N – 2, x) имеют порядок малости 
1

x
. При n2 ≤ N – 2 суммы 

 2

1

1

1 2

1

( , 1, )
N n

n

R n n x
 



 , 

в том числе, и краевые вероятности R(N – (n2 – 1), n2 – 1, x) являются бесконечно 

малыми 

2
1

x

 
 
 

 и более высокого порядка.  

Следовательно, в пределе, при x → ∞, отличаются от нуля только две пре-

дельные вероятности R(0, N) и R(1, N – 1), которые совместно с условием норми-

ровки являются решением системы двух уравнений 

2 1(0, ) (1, 1)N R N R N    , 

(0, ) (1, 1) 1R N R N   . 

Решение этой системы имеет вид: 

1

2 1

(0, ) ,R N
N




 
 2

2 1

(1, 1) .
N

R N
N


 

 
         (5.58) 
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Как указано выше, сумма R(1, N – 2, x) + R(2, N – 2, x) является бесконечно 

малой порядка 
1

x
. Запишем уравнение для вероятности R(2, N – 2, x): 

 1 22 2 (2, 2, )N R N x          

  1(1, 2, ) 3 (3, 3, ) 0x R N x R N x       .         (5.59) 

Здесь вероятность R(3, N – 3, x) является бесконечно малой порядка 

2
1

x

 
 
 

, 

следовательно вероятность R(1, N – 2, x), которая в равенстве домножается на x, яв-

ляется бесконечно малой также порядка 

2
1

x

 
 
 

, лишь в этом случае будет выпол-

няться равенство (5.59), а сумма R(1, N – 2, x) + R(2, N – 2, x) будет являться беско-

нечно малой порядка 
1

x
. Следовательно, при n1 + n2 ≤ N – 1 только одна вероят-

ность R(0, N – 1, x) имеет порядок малости 
1

x
, остальные вероятности R(n1, n2, x) 

являются бесконечно малыми более высокого порядка, чем 
1

x
.  

Запишем уравнение для вероятности R(0, N – 1, x) 

  21 (0, 1, )x N R N x          

 2 2 1(0, , ) 1 (1, 1, ) (1, 2, ) 0N R N x N R N x R N x         , 

И выполним здесь предельный переход при x → ∞, получим равенство:  

2 2lim (0, 1, ) (0, 1) ( 1) (1, 1)
x

xR N x N R N N R N


        , 

которое, в силу (5.58), перепишем в виде 

2 1
2

2 1

( 1)
lim (0, 1, )
x

N
xR N x N

N

  
  

 
.   (5.60) 

Вернемся к функции a(x), определяемой равенством (5.55). Найдем предель-

ное при x → ∞ значение функции a(x). В силу (5.57) и (5.60) можно записать 

2 1
2

2 1

( 1)
lim ( )
x

N
a x N

N

  
   

 
. 
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Неравенство lim ( ) 0
x

a x


 , определяющее условие существования стационар-

ного режима в рассматриваемой RQ-системе выполняется при выполнении равен-

ства (5.54). Теорема доказана. 

На первом этапе асимптотического анализа, аналогично закону больших чи-

сел, было получено равенство (5.45), определяющее сходимость при σ → 0 харак-

теристической функции нормированного случайного процесса σi(τ/σ) к детермини-

рованной функции x(τ). Для более детального исследования числа i(t) заявок на ор-

бите реализуем второй этап асимптотического анализа. 

Второй этап асимптотического анализа. В исходной системе уравнений 

(2.72) сделаем следующую замену 

( )
(2)( , ) ( , )

u
j x t

u t e u t


H H ,    (5.61) 

для матричной функции H(2)(u, t), учитывая обозначение (5.53), получим систему 

  
(2)

(2) (2)

0 1

( , )
( ) ( , ) ( , ) ju juu t

jua x u t u t e x e
t


      



H
H H A B I I  

 
(2)

0 1

( , ) juu t
j e

u


  



H
I I , 

   (2) (2)( , ) ( ) ( , ) 1juu t jua x u t e
t


   


H E H E  

   (2) (2)

1 2 2( ) ( , ) ( , )ju jux t e u t j e u t
u

   
      

 
E E H H E .        (5.62) 

Замена (5.61) выполняется с целью асимптотического центрирования случайного 

процесса i(t), так как 
(2) ( , )u tH  является матричной характеристической функцией 

центрированного случайного процесса 
1

( ) ( )i t x t 


, в котором функция x(τ) полу-

чена на первом этапе асимптотического анализа. 

Обозначив σ = ε2 в системе (5.64) и выполнив замены  

τ = tε2, u = εw, H(2)(u, t) = F(2)(w, τ, ε),          (5.63) 

систему (5.62) перепишем в виде: 
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(1)

2 (2) (2)

0 1

( , , )
( ) ( , , ) ( , , ) j w j ww

j wa x w w e x e    
            



F
F F A B I I  

 
(2)

0 1

( , , ) j ww
j e

w

   
  



F
I I , 

 2 (2) (2)( , , ) ( ) ( , , )w j wa x w


       


F E F E  

   (2) (2)

1 2 21 ( , , ) ( , , )j w j w j we e x w e j w
w

      
              

E E F F E . (5.64) 

Решение F(2)(w, τ, ε) будем искать в классе функций, для которых существует 

предел 
(2) (2)

0
lim ( , , ) ( , )w w


   F F  и предел производных по w 

(2) (2)

0

( , , ) ( , )
lim

w w

w w

  


 

F F
 и по τ 

(2) (2)

0

( , , ) ( , )
lim

w w



  


 

F F
. Докажем следующее 

утверждение. 

Теорема 5.6 Функция 
(2) ( , )w F  имеет вид  

 (2) ( , ) , ( )w w x   F R ,    (5.65) 

где матрица R(x), зависящая от значений параметра x, определена в Теореме 5.5 

своими компонентами R(n1, n2, х), а скалярная функция  ,w   является решением 

уравнения 

 
2

( , ) ( , )
( ) ( ) ( , )

2

jww w
a x w b x w

w

   
   

 
.   (5.66) 

Здесь функция a(x) определяется равенством (5.53), а скалярная функция b(x) 

имеет вид 

  1 2( ) ( ) 2 ( ) 2 ( )b x a x x x x x    g E R E ,     (5.67) 

где матрица g(х) с компонентами g(n1, n2, x) при n1 + n2 ≤ N определяется систе-

мой уравнений 

    1 0 1( ) ( ) ( ) ( )х x a x x x x      g A B I I R R I B , 

g(х)E = 0.             (5.68) 
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Доказательство. Запишем первое уравнение системы (5.64) с точностью до 

 2O  : 

  (2) (2)

0 1 1( ) ( , , ) ( , , )j wa x w w j w x j w               F F A B B I I I  

   
(2)

2

0 1

( , , )w
j О

w

  
    



F
I I . 

Решение этого уравнения запишем в виде разложения: 

    (2) 2( , , ) , ( ) ( )w w x j w x O       F R f ,   (5.69) 

где Φ(w, τ) – некоторая скалярная функция, вид которой определим ниже. Прини-

мая во внимание равенство (5.53), разделим последнее уравнение на jε и устремим 

ε → 0, получим 

( ) ( )a x x R  

    
 
 

 0 1 1 0 1

, /
( ) ( ) ( )

,

w w
x x x x x

w w

  
         

 
f A B I I R B I R I I . 

Последнее равенство перепишем в виде неоднородного уравнения: 

  1 0( )x x   f A B I I  

 
 
 

 1 1 0

, /
( ) ( ) ( ) ( )

,

w w
a x x x x x

w w

  
    

 
R R B I R I I .         (5.70) 

Применяя принцип суперпозиции для неоднородных систем, решение f(x) этого 

уравнения запишем в виде суммы 

 
 

, /
( ) ( ) ( ) ( )

,

w w
х С х х х

w w

  
  

 
f R g φ ,    (5.71) 

которое подставим в (5.70), получим уравнения 

    1 0 0 1( ) ( )x x x    φ A B I I R I I ,     (5.72) 

    1 0 1( ) ( ) ( ) ( )x x a x x x x      g A B I I R R I B .      (5.73) 

Отметим, что уравнение (5.73), определяющее матрицу g(x), совпадает с пер-

вым уравнением (5.68), следовательно, утверждение (5.68) формулировки теоремы 

верно.  



230 

 

 

Теперь рассмотрим уравнение (5.51). Продифференцируем его по x, получим 

равенство: 

    0 1 0 1

( )
( ) 0

x
x x

x


     



R
A B I I R I I . 

Учитывая последнее уравнение и уравнение (5.72) для φ(x), запишем важное 

равенство: 

( )
( )

x
x

x






R
φ ,        (5.74) 

В силу условия нормировки R(x)E = 1, для матричной функции φ(x) выпол-

няется дополнительное условие φ(x)Е = 0.  

В силу (5.73) матрица g(х) является частным решением неоднородной си-

стемы, поэтому она удовлетворяет некоторому дополнительному условию, которое 

будем выбирать в виде g(х)Е = 0, тогда решение g(х) системы (5.73), определяется 

однозначно системой (5.68). 

Теперь рассмотрим второе скалярное уравнение системы (5.64), в которое 

подставим разложение (5.69) и перепишем с точностью до  3O   

  2 ( , )
( ) , 1 ( )

w
j wa x w j w x

 
       


f E  

 
2

2

j w
j w

 
    
 
 

 

     3

1 2 2 2

( , )
, ( ) ( ) ( ) .

w
w x j w x x j wx j x O

w

  
             

 
R f E E E R E  

Имеем 

     
22 ( , )

( ) , ( ) , ( )
w

j wa x w j w a x w x
 

         


f E  

        2 2

1 2 2, ( ) ( )w j w x x j w x x        f E E R E  

 
     

2

2 3

1 2 2

( , ) /
( ) ( )

2

j w w w
x x j w x O

w

    
      



R E E R E . 
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Тогда, применяя равенство (5.53), получим: 

   
22 ( , )

( ) , ( )
w

j w a x w x
 

     


f E  

         
2

2 2

1 2 2, ( ) ( ) ( )
2

j w
w j w x x j w x x a x


         f E E R E  

    
2 3

2

( , ) /
( )

w w
j w x O

w

   
   


R E . 

Разделив последнее уравнение на ε2 и устремив ε → 0 

( , )w 



 

         
2

2 2

1 2 2, ( ) ( ) ( )
2

jw
w jw x x jw x x a x       f E E R E  

    
2 2

2

( , ) /
( ) ( ) ( )

w w
jw a x x jw x

w

   
  


f E R E , 

получим уравнение 

 
  

2

1 2 2

( , ) /
2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) ( ) ( )

( , ) 2

jww
x x x x a x x a x

w

  
      

 
f E E R E f E  

2

( , ) /
( )

( , )

w w
w x

w

  


 
R E , 

в которое подставим (5.71) 

 
  

2

1 2 2

( , ) /
2 ( ) 2 ( ) ( )

( , ) 2

jww
x x x x a x

w

  
     

 
g E E R E  

  1 2 2

( , ) /
( ) ( )

( , )

w w
w x x x

w

  
   

 
φ E E R E .        (5.75) 

Обозначив  

 1 2 2( ) 2 ( ) 2 ( ) ( )b x x x x x a x    g E E R E ,       (5.76) 

уравнение (5.75) перепишем в виде 

  
 

2

1 2 2

( , ) ( , )
( ) ( ) ( ) ( , )

2

jww w
w x x x b x w

w

   
      

 
φ E E R E . (5.77) 
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Рассмотрим отдельно выражение 

 1 2 2( ) ( )x x x  φ E E R E . 

Применяя (5.74) к последнему равенству, имеем 

 1 2 2

( )
( )

x
x x

x


  



R
E E R E .      (5.78) 

Рассмотрим равенство (5.53). Продифференцируем a(x) по х, и принимая во внима-

ние, что матрица R(x) как решение системы (5.51), зависит от х, получим 

 1 2 2 1 2 2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x x x
a x x x x x

x x x

  
        

  

R R R
E E R E E E R E . 

Сравнивая последнее равенство и равенство (5.78), уравнение (5.77) перепишем в 

виде 

 
2

( , ) ( , )
( ) ( ) ( , )

2

jww w
a x w b x w

w

   
   

 
,       (5.79) 

которое совпадает с (5.66). Теорема доказана. 

Функция b(x) имеет смысл коэффициента диффузии того диффузионного 

процесса, для которого коэффициентом переноса является функция a(x), определя-

емая равенством (5.53). 

Таким образом, определены функции a(x) равенством (5.53) и b(x) равен-

ством (5.67). Их применение в методе асимптотически-диффузионного анализа 

предложенной системы доказывается аналогично тому, как это показано для мно-

голинейной RQ-системы M|H2|N в леммах 5.1 и 5.2 и теореме 5.3. 

 Построение дискретного распределения, аппроксимирующего 

стационарное распределение вероятностей числа заявок на орбите 

В работе ставится задача нахождения достаточно точных аппроксимаций 

дискретного распределения P(n1, n2) числа n1 и n2 приборов, занятых на первой и 

второй фазах обслуживания и распределения вероятностей P(i) числа i заявок на 

орбите для рассматриваемой N-линейной RQ-системы.  

Двумерное распределение вероятностей P(n1, n2) числа приборов, занятых на 

первой и второй фазах обслуживания можно аппроксимировать элементами 
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R(n1, n2, x) треугольной матрицы R(x), выбрав значение x функции x(τ) определяе-

мой дифференциальным уравнением ( ) ( )x a x   . Для стационарных вероятностей 

P(n1, n2) в аппроксимации R(n1, n2, x) значение x будем выбирать x = κ, где κ – по-

ложительный корень уравнения a(x) = 0. 

Для построения аппроксимации дискретного распределения P(i) необходимо 

вернуться к плотности s(z) случайного процесса z(τ). Переход от плотности распре-

деления s(z) непрерывного случайного процесса z(τ) к дискретному распределению 

P(i) дискретного случайного процесса i(τ) осуществим, используя формулу (5.38), 

запишем неотрицательную функцию G(i) дискретного аргумента i в виде (5.41). 

Принимая во внимание условие нормировки, запишем дискретное распределение 

вероятностей в виде (5.42) 

1

0

( ) ( ) ( )
i

P i G i G i




  . 

Предложенное дискретное распределение вероятностей P1(i) будем приме-

нять для аппроксимации распределения вероятностей P(i) = P(i(t) = i) числа i за-

явок на орбите для рассматриваемой RQ-системы.  

 

 Точность предлагаемых аппроксимаций для RQ-системы M|M, M|N со 

специальным обслуживанием 

Для исследования точности предлагаемых аппроксимаций была разработана 

имитационная модель этой RQ-системы, позволившая найти оценку распределения 

вероятностей числа n приборов, занятых в RQ-системе и числа заявок Pim(i) на ор-

бите.  

Для численных примеров были выбраны следующие параметры системы: 

N = 5, µ1 = 2, µ2 = 1. Интенсивность λ входящего потока будем определять из усло-

вия существования стационарного режима 

  2 1

2

2 1

1N
N

N

  
   

 
.    (5.80) 
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определив параметр загрузки системы ρ ∈ [0; 1).  

Таблица 5.3 – Расстояния Колмогорова ∆ для аппроксимации P1(i) числа за-

явок на орбите  

 σ = 2 σ = 1 σ = 0.5 σ = 0.2 σ = 0.1 

ρ = 0.6 0.058 0.096 0.091 0.040 0.014 

ρ = 0.7 0.084 0.081 0.047 0.012 0.007 

ρ = 0.8 0.065 0.040 0.015 0.004 0.003 

ρ = 0.9 0.025 0.010 0.002 0.001 0.001 

 

Из табличных значений следует, что точность предлагаемой в (5.42) аппрок-

симации возрастает с уменьшением величины σ. Здесь же расстояние Колмогорова 

Δ ≤ 0.05 для всех значений сетевых параметров σ и ρ правого нижнего угла таб-

лицы. При ρ = 0.9 это неравенство выполняется при всех значениях σ ≤ 1, что гово-

рит о достаточно широкой области применимости предлагаемой в (5.42) аппрокси-

мации P1(i) числа i заявок на орбите для рассматриваемой RQ-системы. Полужир-

ным в таблице выделены те значения, при которых будем считать точность аппрок-

симации вполне приемлемой, достаточно точной и сверхточной. 

 Резюме 

В данном разделе был предложен новый метод исследования многолинейных 

систем с повторными вызовами двух типов: с гиперэкспоненциальным временем 

обслуживания и специальным обслуживанием заявок, – асимптотически диффузи-

онным методом в предельном условии большой задержки заявок на орбите. Для 

системы со специальным обслуживанием получено условие существования стаци-

онарного режима. 

В результате применения метода асимптотически диффузионного анализа 

для каждой модели получен диффузионный процесс, плотность распределения ве-

роятности которого используется в качестве аппроксимации для распределения ве-

роятностей числа заявок на орбите и числа занятых приборов в системе.  
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Проводя численные эксперименты в сравнении с результатами имитацион-

ного моделирования получены оценки точности предложенных аппроксимаций. В 

качестве оценки точности используется расстояние Колмогорова ∆, применяя ко-

торое определяем область применимости полученных аппроксимаций в виде ∆ ≤ 

0,05. Показано, что диапазон областей достаточно широк.  

Результаты данной главы могут быть обобщены на более общие случаи. При-

менение метода асимптотически диффузионного анализа возможно при исследова-

нии многолинейных систем с повторными вызовами различной конфигурации, в 

частности, с вызываемыми заявками, нетерпеливыми заявками или с произволь-

ным распределением времени обслуживания.  

Результаты, описанные в данной главе, были представлены в работах [202, 

207]. Предлагаемые в данной главе методы исследования использовались в работах 

[193, 205]. 
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 Численный анализ области применимости асимптотических 

результатов в допредельной ситуации и комплекс проблемно-

ориентированных программ и алгоритмов  

 

 

 

В Главах 1–5 диссертации представлены теоретические исследования пото-

ков со случайным объемом требований и систем массового обслуживания с повтор-

ными вызовами различной конфигурации. Результатами этих исследований явля-

ются формулы для получения допредельных распределений и формулы для полу-

чения аппроксимаций.  

Компьютерное моделирование применяется с использованием численных 

методов как для расчета параметров распределений по полученным формулам, так 

и для анализа области применимости полученных в работе аппроксимаций.  

Одним из основных результатов в диссертации является получение доста-

точно простых формул для расчета аппроксимаций законов распределения вероят-

ностей. Качество предельных распределений подтверждается путем их сравнения 

с допредельными распределениями, реализация которых возможна не для всех 

предложенных моделей в работе или только для отдельных частных случаев и тре-

бует, как правило, значительных затрат машинного времени, что не всегда приво-

дит к определенным результатам.  

В том случае, когда допредельное распределение получить не удается, анализ 

области применимости предельных результатов выполняется на основе сравнения 

с результатами имитационного моделирования соответствующих систем. 

Для сравнения полученных в работе законов распределения вероятностей мы 

используем расстояние Колмогорова, так как данная метрика позволяет количе-

ственно демонстрировать близость соответствующих распределений. В качестве 

критерия для определения погрешности полученных предельных результатов 

также используется расстояние Колмогорова. Если расстояние Колмогорова при-
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нимает значение не более 0.05, то будем считать, что аппроксимация вполне при-

емлема, если меньше или равно 0.03, то аппроксимацию будем называть доста-

точно точной, а если меньше или равно 0.01, то – сверхточной.  

Отметим тот факт, что аппроксимации, на основе которых строятся дискрет-

ные законы распределения, в представленных результатах работы являются функ-

циями распределения непрерывных случайных величин. Для получения распреде-

ления дискретной случайной величины из непрерывного закона выполняется его 

дискретизация и нормирование. 

В данной главе представлено описание разработанного комплекса программ, 

реализующего численный анализ вероятностных характеристик систем массового 

обслуживания с повторными вызовами, который включает: программы, позволяю-

щие находить характеристики исследуемых потоков и систем, а именно математи-

ческое ожидание и дисперсию; программы, реализующие допредельное распреде-

ление, гауссовскую аппроксимацию объема информации, поступившей в исследу-

емых потоках при достаточно больших t, гауссовскую и диффузионную аппрокси-

мации числа заявок на орбите в исследуемых системах с повторными вызовами 

различной конфигурации, а также распределение (3.77) в предельном условии со-

гласованно растущего времени обслуживания вызываемых заявок.  

Отметим, что численный анализ результатов проводился для достаточно 

большого числа примеров, которые нет возможности представлять в данной работе 

в полном объеме. Они широко представлены в публикациях автора. В данной главе 

для каждого типа потока и системы приводится по одному демонстрационному 

примеру. 

 Численная реализация формул для получения аппроксимаций и 

допредельных распределений вероятностей объема информации, 

поступившей в потоках со случайным объемом требований за время t 
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Программное обеспечение для моделирования всех указанных моделей реа-

лизовано в системе MathCAD. В качестве примера приводится численная реализа-

ция формул для анализа объема информации, поступившей за время t в рассматри-

ваемых потоках со случайным объемом требований. 

 Поток восстановления 

В Главе 1 для потока восстановления определена допредельная характери-

стическая функция объема S(t) информации, поступившей в заявках потока за 

время t 

.   (6.1) 

Здесь , ,  – характеристиче-

ские функции от функций A(x), B(x) и A1(x) соответственно. Равенством  

,                 (6.2) 

эту характеристическую функцию можно представить через кратные свертки функ-

ций распределений A(x) и B(x). Здесь A(m)(t) – m-кратная свертка функций распре-

деления A(t), при этом 0-кратная свертка A(0)(t) ≡ 1. Данная функция с помощью об-

ратного преобразования Фурье определяет распределение вероятностей объема 

S(t). 

,       (6.3) 

записано явное выражение функции распределения объема S(t). Здесь B(m)(t) – m-

кратная свертка функций распределения B(x).  

Нахождение значений функции распределения F(x, t) по формуле (6.3) тре-

бует затрат машинного времени, которое не всегда приводит к определенным ре-

зультатам. В первой главе предлагается достаточно простая гауссовская аппрокси-

мация с математическим ожиданием κ1t и дисперсией κ2t из Таблицы 1.1 в Главе 1. 
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Для получения из гауссовского распределения закона распределения дис-

кретной случайной величины выполним его дискретизацию и нормирование по 

формуле 

,                                        (6.4) 

где FN(s, t) – гауссовская функция распределения с параметрами a = κ1t и  

Точность полученной аппроксимации будем определять с помощью расстоя-

ния Колмогорова. Для вычисления воспользуемся формулой 

.              (6.5) 

Если расстояние Колмогорова Δ(t) принимает значение не более 0.05, то бу-

дем говорить, что аппроксимация приемлема, если Δ(t) ≤ 0.03, то аппроксимацию 

будем называть точной, а если Δ(t) ≤ 0.01, то назовем ее сверхточной. 

В качестве примера рассмотрим поток восстановления, для которого будем 

полагать A1(x) ≡ A(x), а функции распределения A(x) и B(x) будем выбирать из 

класса гамма-распределений. Выбор этих функций из класса гамма-распределений 

существенно облегчает нахождение значений m-кратных сверток, так как т-крат-

ная свертка гамма-распределения также является гамма-распределением с тем же 

параметром масштаба и параметром формы в т раз больше исходного значения 

параметра гамма распределения.  

Положим для A(x) параметр формы α1 = 0.5, параметр масштаба β1 = α1, а для 

функции B(x) α2 = 2, β2 = α2. Для такого потока κ1 = 1. В Таблице 6.1 приведены зна-

чения расстояний Δ(t) при указанных значениях времени t. 

 

Таблица 6.1 – Расстояние Колмогорова Δ(t) между допредельным и 

асимптотическим распределениями для потока восстановления при 

различных значениях t 

 t = 7 t = 10 t = 20 t = 50 t = 100 t = 200 

Δ(t) 0.077 0.053 0.030 0.018 0.013 0.009 
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Значения расстояния Δ(t), приведенные в этой таблице говорят о достаточно 

высокой точности предложенной гауссовской аппроксимации. С увеличением зна-

чений времени t точность гауссовской аппроксимации естественно повышается в 

силу предельного условия. При t ≤ 10 рекомендуется пользоваться допредельными 

формулами для нахождения функции распределения объема информации, посту-

пившей в заявках потока восстановления за время t в виде (6.3).  

 ММРР-поток 

Для нахождения допредельной характеристической функции 

   (6.6) 

суммарного объема информации, поступающего за время t в ММРР-потоке обозна-

чим матрицу А(u) = Q + (B*(u) – 1)Λ. Так же обозначим вектор ее собственных чи-

сел γ(u) и матрицу собственных векторов x(u). Значение матричной экспоненты при 

простых собственных числах определим равенством  

.    (6.7) 

Применяя равенство (6.7), запишем значение скалярной характеристической 

функции 

. 

Обратное преобразование Фурье от данной характеристической функции позво-

ляет получить допредельную функцию распределения объема информации, посту-

пившей в заявках потока восстановления за время t 

.          (6.8) 

В Главе 1 получено достаточно простое выражение для распределения веро-

ятностей значений объема S(t) информации, поступившей за время t в заявках 

ММРР-потока. Найдя значения κ1 и κ2 по формулам (1.43) и (1.51), предварительно 

решив систему (1.52) запишем гауссовскую функцию распределения Fap(s, t) с па-

раметрами κ1t и κ2t в виде (6.4).  
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Для предложенной модели ММРР-потока положим α = 2, β = α, 

 

,  . 

Решая систему rQ = 0, re = 1, получим 

r ={0.197, 0.444, 0.359}, 

интенсивность b1rΛe = 1. Для рассматриваемых исходных данных Q, Λ и B*(u) зна-

чения κ1 и κ2 составляют  

κ1 = 1,  κ2 = 1.679. 

Точность аппроксимации гауссовским распределением Fapp(s, t) допредель-

ного распределения F(s, t), которое для ММРР-потока получено в виде (6.8) так же 

будем оценивать Δ(t) между этими распределениями. В Таблице 6.2 приведены зна-

чения расстояния Колмогорова Δ(t) для указанных значений t между гауссовской 

аппроксимацией Fapp(s, t) и допредельным распределением F(s, t), которое для 

ММРР-потока получено в виде (6.8). 

 

Таблица 6.2 – Расстояние Колмогорова Δ(t) между допредельным и 

асимптотическим распределениями для ММРР-потока при различ-

ных значениях t 

 t = 7 t = 10 t = 20 t = 50 t = 100 t = 200 

Δ(t) 0.053 0.041 0.026 0.016 0.012 0.008 

 

Из приведенных табличных данных получим, что при t ≥ 20 предлагаемая 

гауссовская аппроксимация является точной. Сравнение графиков асимптотиче-

ской Pas и допредельной P плотностей распределения вероятностей суммарного 

объема информации, поступившей в заявках ММРР-потока за время t представлено 
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на рисунках 6.1 – 6.6. Видно, что что уже при t = 20 эти два распределения стано-

вятся близкими между собой. 

 

Рисунок 6.1 – Сравнение графиков асимптотической и допредельной плотностей 

распределения вероятностей суммарного объема информации, поступившей в за-

явках ММРР-потока за время t = 7 

 

Рисунок 6.2 – Сравнение графиков асимптотической и допредельной плотностей 

распределения вероятностей суммарного объема информации, поступившей в за-

явках ММРР-потока за время t = 10 
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Рисунок 6.3 – Сравнение графиков асимптотической и допредельной плотностей 

распределения вероятностей суммарного объема информации, поступившей в за-

явках ММРР-потока за время t = 20 

 

 

Рисунок 6.4 – Сравнение графиков асимптотической и допредельной плотностей 

распределения вероятностей суммарного объема информации, поступившей в за-

явках ММРР-потока за время t = 50 
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Рисунок 6.5 – Сравнение графиков асимптотической и допредельной плотностей 

распределения вероятностей суммарного объема информации, поступившей в за-

явках ММРР-потока за время t = 100 

 

 

Рисунок 6.6 – Сравнение графиков асимптотической и допредельной плотностей 

распределения вероятностей суммарного объема информации, поступившей в за-

явках ММРР-потока за время t = 200 
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 Полумарковский поток 

Для полумарковского потока полумарковскую матрицу A(x) определим сле-

дующим образом:  

, 

где « » – произведение Адамара. Матрица P – матрица переходов вложенной цепи 

Маркова ξ(n) и G(x) – матрица условных функций распределений процесса τ(n). 

Матрица P имеет вид 

. 

Элементами матрицы G(x) являются функции гамма-распределения с параметрами 

формы α и масштаба β 

, . 

Пусть количество информации в одном пакете также имеет гамма распределение с 

параметрами формы и масштаба α = 2, β = 2. Для рассматриваемых исходных дан-

ных значения κ1 и κ2 составляют κ1 = 0.411, κ2 = 0.336. На рисунках 6.7 – 6.12 пока-

зана плотность распределения объема информации, поступившей в полумарков-

ском потоке, полученная по формуле (1.89) (сплошная линия) по сравнению с 

асимптотическим результатом (пунктирная линия) для t = 5, t = 10, t = 20, t = 50, 

t = 100, t = 200. В Таблице 6.3 представлены расстояния Колмогорова  

 

между допредельным распределением, полученным по интегральной формуле 

(1.80) и асимптотической функцией распределения с параметрами κ1 и κ2 для полу-

марковского потока. 

 

( ) ( )x xA P G

0.1 0.3 0.6

0.6 0.2 0.2

0.3 0.2 0.5
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2 1 2

1 3 1

1 3 2

 
 

 
 
  

1 2 1

3 1 3

2 1 2
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Таблица 6.3 – Расстояние Колмогорова Δ(t) между допредельным и асимпто-

тическим распределениями для полумарковского потока при различных зна-

чениях t 

 t = 5 t = 10 t = 20 t = 50 t = 100 t = 200 

Δ(t) 0.095 0.052 0.033 0.020 0.014 0.010 

 

 

Рисунок 6.7 – Сравнение графиков асимптотической и допредельной плотностей 

распределения вероятностей суммарного объема информации, поступившей в за-

явках полумарковского потока за время t = 5 
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Рисунок 6.8 – Сравнение графиков асимптотической и допредельной плотностей 

распределения вероятностей суммарного объема информации, поступившей в за-

явках полумарковского потока за время t = 10 

 

 

Рисунок 6.9 – Сравнение графиков асимптотической и допредельной плотностей 

распределения вероятностей суммарного объема информации, поступившей в за-

явках полумарковского потока за время t = 20 
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Рисунок 6.10 – Сравнение графиков асимптотической и допредельной плотностей 

распределения вероятностей суммарного объема информации, поступившей в за-

явках полумарковского потока за время t = 50 

 

 

Рисунок 6.11 – Сравнение графиков асимптотической и допредельной плотностей 

распределения вероятностей суммарного объема информации, поступившей в за-

явках полумарковского потока за время t = 100 

 



249 

 

 

 

Рисунок 6.12 – Сравнение графиков асимптотической и допредельной плотностей 

распределения вероятностей суммарного объема информации, поступившей в за-

явках полумарковского потока за время t = 200 

 

Можно сделать вывод о том, что точность аппроксимации повышается с уве-

личением времени t. Численная реализация формул (1.89) и (1.80) дает наиболее 

точные результаты, ограниченные лишь возможностями вычислительной техники. 

При κ1t < 5 рекомендуется использовать допредельные формулы в виде интеграла 

для нахождения функции распределения объема информации, поступившей в заяв-

ках полумарковсого потока за время t. Аппроксимация является вполне приемле-

мой при 5 ≤ κ1t ≤ 10 и точной при κ1t ≥ 510. Предлагаемая аппроксимация является 

сверхточной при κ1t > 60. Для достаточно больших значений t (κ1t > 200) реализа-

ция численных алгоритмов нахождения распределения вероятностей объема ин-

формации, поступившей в заявках полумарковского потока становится практиче-

ски невозможным и в этом случае целесообразно применение асимптотических ре-

зультатов. 
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 Численная реализация формул для получения распределений 

вероятностей числа заявок на орбите в RQ-системах различной 

конфигурации 

Данный раздел посвящен построению аппроксимаций распределения вероят-

ностей числа заявок на орбите в RQ-системах на основе полученных асимптотиче-

ских характеристик систем, а также определению границ применимости аппрокси-

маций. Сравнивая асимптотическое распределение с результатами имитационного 

моделирования при различных значениях параметра, который фигурирует в пре-

дельном условии, мы можем определить при каких значениях этого параметра 

асимптотическое распределение вероятностей достаточно близко к искомому рас-

пределению вероятностей. Для сравнения двух распределений вероятностей пред-

лагается использовать расстояние Колмогорова вида 

 
0

0

max ( ) ( )
n

im
n

i

P i P i
 



       (6.9) 

где Pim(i) – распределение вероятностей числа заявок на орбите, полученное с по-

мощью имитационного моделирования, а P(i) – аппроксимация того же распреде-

ления вероятностей, построенная на основе полученных асимптотических характе-

ристик исследуемой системы. 

Программное обеспечение для моделирования всех указанных моделей реа-

лизовано в системе MathCAD. 

 RQ-система ММРР|M|1 с разнотипными вызываемыми заявками 

Ставится задача определения точности полученных в главах 3 и 4 аппрокси-

маций дискретного распределения вероятностей P(i) числа i заявок на орбите для 

рассматриваемой RQ-системы ММРР|M|1 с разнотипными вызываемыми заявками 

в различных асимптотических условиях.  

Опишем алгоритмы построения аппроксимаций в различных асимптотиче-

ских условиях. 
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Алгоритм построения гауссовской аппроксимации числа заявок на ор-

бите в рассматриваемой RQ-системе в условии большой задержки заявок на 

орбите (σ → 0). 

1.      Задание значений параметров системы N, µ1, µn, αn, 2,n N . 

2. Задание значений элементов матриц Q, Λ1, величину загрузки системы 

ρ ϵ (0, 1). 

3. Нахождение стационарного распределения вероятностей r управляю-

щего ММРР-потоком процесса m(t), которое определяется системой уравнений: rQ 

= 0, re = 1. 

4. Используя значения введенных параметров и полученное распределе-

ние r, определяем матрицу условных интенсивностей входящего ММРР-потока 

1 1

1




Λ
Λ

rΛ e
. 

5. Нахождение параметра κ1 как решение уравнения (3.4). 

6. Нахождение векторов gk, 0,k N  как решение матричной системы 

уравнений (3.22). 

7. Нахождение векторов φk, 0,k N  как решение матричной системы 

уравнений (3.23). 

8. Нахождение параметра κ2 по формуле (3.21). 

9. Построение дискретной аппроксимации распределения вероятностей 

P(i) числа заявок на орбите по формуле (3.89) 

( 0.5) ( 0.5)
( )

1 ( 0.5)
app

F i F i
P i

F

  


 
,           (6.10) 

здесь F(x) – функция распределения гауссовской случайной величины с парамет-

рами κ1/σ и 2


. Эту аппроксимацию будем называть гауссовской.  

Алгоритм построения гауссовской аппроксимации числа заявок на ор-

бите в рассматриваемой RQ-системе в предельном условии согласованно вы-

сокой интенсивности вызывания заявок (α → ∞). 



252 

 

 

1.      Задание значений параметров системы N, σ, µ1, µn, ηn, 2,n N . 

2. Задание значений элементов матриц Q, Λ1, величину загрузки системы 

ρ ϵ (0, 1). 

3. Нахождение стационарного распределения вероятностей r управляю-

щего ММРР-потоком процесса m(t), которое определяется системой уравнений: rQ 

= 0, re = 1. 

4. Используя значения введенных параметров и полученное распределе-

ние r, определяем матрицу условных интенсивностей входящего ММРР-потока 

1 1

1




Λ
Λ

rΛ e
. 

5. Нахождение параметра κ1 как решение уравнения (3.41). 

6. Нахождение векторов gk, 0,k N  как решение матричной системы 

уравнений (3.59). 

7. Нахождение векторов φk, 0,k N  как решение матричной системы 

уравнений (3.60). 

8. Нахождение параметра κ2 по формуле (3.58). 

9. Построение дискретной аппроксимации распределения вероятностей 

P(i) числа заявок на орбите по формуле (3.89) 

( 0.5) ( 0.5)
( )

1 ( 0.5)
app

F i F i
P i

F

  


 
, 

здесь F(x) – функция распределения гауссовской случайной величины с парамет-

рами κ1α и 
2 . 

Алгоритм построения аппроксимации числа заявок на орбите в рассмат-

риваемой RQ-системе в предельном условии в предельном условии длитель-

ного обслуживания вызываемых заявок (µ2 → 0) 

1.      Задание значений параметров системы N, σ, µ1, ηn, αn, 2,n N . 

2. Задание значений элементов матриц Q, Λ1, величину загрузки системы 

ρ ϵ (0, 1). 
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3. Нахождение стационарного распределения вероятностей r управляю-

щего ММРР-потоком процесса m(t), которое определяется системой уравнений: rQ 

= 0, re = 1. 

4. Используя значения введенных параметров и полученное распределе-

ние r, определяем матрицу условных интенсивностей входящего ММРР-потока 

1 1

1




Λ
Λ

rΛ e
. 

5. Нахождение параметра v1 по формуле (3.78). 

6. Нахождение характеристической функции H(u) числа заявок на орбите 

в исследуемой RQ-системе по формуле (3.77). 

7. Построение аппроксимации распределения вероятностей P(i) числа за-

явок на орбите по формуле 

1
( ) ( )

2

jui

appP i e H u du








 

,    (6.11) 

которая существенно отличается от гауссовской аппроксимации.  

Алгоритм построения диффузионной аппроксимации числа заявок на ор-

бите в рассматриваемой RQ-системе. 

1.      Задание значений параметров системы N, σ, µ1, µn, αn, 2,n N . 

2. Задание значений элементов матриц Q, Λ1, величину загрузки системы 

ρ ϵ (0, 1). 

3. Нахождение стационарного распределения вероятностей r управляю-

щего ММРР-потоком процесса m(t), которое определяется системой уравнений: rQ 

= 0, re = 1. 

4. Используя значения введенных параметров и полученное распределе-

ние r, определяем матрицу условных интенсивностей входящего ММРР-потока 

1 1

1




Λ
Λ

rΛ e
. 

5. Нахождение векторов-функций rk = rk(x) вероятностей состояний при-

бора и состояний цепи Маркова, управляющей входящим MMPP-потоком, как ре-

шения системы (4.3) для каждого x.  

6. Определение коэффициента переноса a(x) в виде (4.10). 

7. Нахождение векторов-функций gk = gk(x) как решения системы (4.18) 

для каждого x. 

8. Определение коэффициента диффузии b(x) в виде (4.17). 
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9. Определение неотрицательной функции G(i) дискретного аргумента i в 

виде 

0

2 ( )
( ) exp

( ) ( )

i
С a x

G i dx
b i b x

 
  

  


. 

10. Построение аппроксимации Pdif(i) распределения вероятностей 

P(i) = P{i(t) = i} числа i заявок на орбите для RQ-систем с использованием метода 

асимптотически-диффузионного анализа по формуле (4.33) 

0

( ) ( ) ( )dif

i

P i G i G i




  . 

Данную аппроксимацию будем называть диффузионной.  

Точность аппроксимации Pdif(i) определяется с помощью расстояния Колмо-

горова ∆1  

 1
0

0

max ( ) ( )
n

im dif
n

i

P i P i
 



   ,      (6.12) 

которое показывает разницу между распределениями вероятностей Pim(i) и Pdif(i), 

где Pim(i) получено с помощью имитационного моделирования, Pdif(i) получено в 

виде (4.33), в котором коэффициенты a(x) и b(x) определяются формулами (4.10) и 

(4.17) соответственно.  

Для сравнения с аппроксимациями (3.89) и (6.10) или (6.11), полученными с 

помощью метода асимптотического анализа в различных предельных условиях за-

дадим расстояние Колмогорова ∆2 в виде 

 2
0

0

max ( ) ( )
n

im app
n

i

P i P i
 



   .    (6.13) 

Реализуя алгоритм построения гауссовской аппроксимации числа заявок на 

орбите и алгоритм построения диффузионной аппроксимации в рассматриваемой 

RQ-системе ММРР|M|1 с разнотипными вызываемыми заявками в условии боль-

шой задержки заявок на орбите, зададим N = 4, µ1 = 1, µ2 = 2, µ3 = 3, µ4 = 4, α2 = 1, 

α3 = 2, α4 = 3, матрицы 
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Λ          (6.14) 

Определим матрицу Λ в виде 

1 1

1

,



Λ

Λ
rΛ e

      (6.15) 

ρ – параметр загрузки системы, значение которого определяет значение интенсив-

ности входящего потока. Таким образом, варьируя параметр ρ загрузки системы, 

мы можем задать такую матрицу Λ, элементы которой будут удовлетворять усло-

вию существования стационарного режима в системе. Вектор r является решением 

системы уравнений rQ = 0, re = 1. 

 

Таблица 6.4 – Расстояние Колмогорова  

∆1 
σ = 10 σ = 5 σ = 3 σ = 1 σ = 0.5 

∆2 

ρ = 0.5 
0.06 0.029 0.022 0.019 0.016 

0.189 0.135 0.116 0.075 0.049 

ρ = 0.7 
0.025 0.022 0.021 0.018 0.013 

0.259 0.201 0.167 0.099 0.079 

ρ = 0.9 
0.016 0.016 0.013 0.011 0.006 

0.344 0.256 0.222 0.163 0.101 

 

Из данных, представленных в таблице 6.4, можно сделать вывод, что точ-

ность обеих аппроксимаций растет с уменьшением параметра σ. Расстояние Кол-

могорова для диффузионной аппроксимации уменьшается с ростом загрузки си-

стемы ρ, тогда как для гауссовской аппроксимации оно увеличивается.  

Полужирным в таблице 6.4 выделены те значения, при которых будем счи-

тать точность аппроксимации вполне приемлемой, достаточно точной и сверхточ-

ной.  

Сравнивая точность диффузионной аппроксимации с точностью гауссовской 

аппроксимации в предельном условии σ → 0, можем сделать вывод, что точность 

диффузионной аппроксимации превышает точность гауссовской аппроксимации 
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на порядок. При этом диффузионная аппроксимация имеет высокую точность для 

всех указанных в таблице значений параметров σ и ρ.  

Сравнение графиков асимптотической Papp(i), диффузионной Pdif(i) и допре-

дельной P(i) плотностей распределения вероятностей числа заявок на орбите пред-

ставлено на рисунках 6.13 – 6.16.  

 

Рисунок 6.13 – Сравнение графиков асимптотических аппроксимаций Papp(i), 

Pdif(i) и допредельной плотностей распределения вероятностей числа заявок на ор-

бите при σ = 5, ρ = 0.5 
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Рисунок 6.14 – Сравнение графиков асимптотических аппроксимаций Papp(i), 

Pdif(i) и допредельной плотностей распределения вероятностей числа заявок на ор-

бите при σ = 0.5, ρ = 0.5 

 

 

Рисунок 6.15 – Сравнение графиков асимптотических аппроксимаций Papp(i), 

Pdif(i) и допредельной плотностей распределения вероятностей числа заявок на ор-

бите при σ = 0.1, ρ = 0.5 

 

 

Рисунок 6.16 – Сравнение графиков асимптотических аппроксимаций Papp(i), 

Pdif(i) и допредельной плотностей распределения вероятностей числа заявок на ор-

бите при σ = 0.05, ρ = 0.5 
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Реализуя алгоритм построения гауссовской аппроксимации числа заявок на 

орбите в предельном условии согласованно высокой интенсивности вызывания за-

явок (α → ∞) и алгоритм построения диффузионной аппроксимации в рассматри-

ваемой RQ-системе ММРР|M|1 с разнотипными вызываемыми заявками, зададим 

N = 4, ρ = 0.5, µ1 = 1, µ2 = 2, µ3 = 3, µ4 = 4, матрицу Q в виде (6.14). Параметры αn, 

2,n N  представим в виде αηn, 2,n N  для удобства сравнения. Положим η2 = 1, 

η3 = 2, η4 = 3.  

 

Таблица 6.5 – Расстояние Колмогорова  

∆1 
σ = 10 σ = 5 σ = 3 σ = 1 σ = 0.5 

∆2 

α = 3 
0.036 0.027 0.021 0.013 0.006 

0.145 0.118 0.105 0.091 0.106 

α = 5 
0.035 0.025 0.018 0.011 0.003 

0.114 0.097 0.082 0.073 0.088 

α = 10 
0.033 0.023 0.017 0.010 0.002 

0.095 0.070 0.065 0.059 0.066 

 

Из данных представленных в таблице 6.5 можем заключить, что точность 

диффузионной аппроксимации превышает точность гауссовской аппроксимации 

на порядок. Полужирным в таблице выделены те значения, при которых будем счи-

тать точность аппроксимации точной и сверхточной. 

Сравнение графиков асимптотической Papp(i), диффузионной Pdif(i) и допре-

дельной P(i) плотностей распределения вероятностей числа заявок на орбите пред-

ставлено на рисунках 6.17 – 6.20.  
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Рисунок 6.17 – Сравнение графиков асимптотических аппроксимаций Papp(i), 

Pdif(i) и допредельной плотностей распределения вероятностей числа заявок на ор-

бите при α = 3, σ = 1 

 

 

Рисунок 6.18 – Сравнение графиков асимптотических аппроксимаций Papp(i), 

Pdif(i) и допредельной плотностей распределения вероятностей числа заявок на ор-

бите при α = 7, σ = 1 
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Рисунок 6.19 – Сравнение графиков асимптотических аппроксимаций Papp(i), 

Pdif(i) и допредельной плотностей распределения вероятностей числа заявок на ор-

бите при α = 10, σ = 1 

 

 

Рисунок 6.20 – Сравнение графиков асимптотических аппроксимаций Papp(i), 

Pdif(i) и допредельной плотностей распределения вероятностей числа заявок на ор-

бите при α = 20, σ = 1 
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Реализуя алгоритм построения аппроксимации числа заявок на орбите в рас-

сматриваемой RQ-системе в предельном условии длительного обслуживания вы-

зываемых заявок (µ2 → 0) и алгоритм построения диффузионной аппроксимации в 

рассматриваемой RQ-системе ММРР|M|1 с разнотипными вызываемыми заявками, 

зададим матрицу Λ в виде (6.14), N = 4, ρ = 0.5, µ1 = 1, α2 = 1, α3 = 2, α4 = 3, матрицу 

Q в виде (6.13). Параметры µn, 2,n N  представим в виде µηn, 2,n N  для удоб-

ства сравнения. Положим η2 = 2, η3 = 3, η4 = 4. 

 

Таблица 6.6 – Расстояние Колмогорова  

∆1 
σ = 10 σ = 5 σ = 3 σ = 1 σ = 0.5 

∆2 

µ = 0.5 
0.061 0.016 0.016 0.012 0.010 

0.361 0.252 0.251 0.262 0.296 

µ = 0.1 
0.096 0.067 0.049 0.035 0.009 

0.100 0.090 0.101 0.095 0.105 

µ = 0.05 
0.125 0.087 0.073 0.044 0.013 

0.053 0.048 0.046 0.051 0.067 

µ = 0.03 
0.142 0.104 0.077 0.052 0.034 

0.031 0.030 0.030 0.038 0.040 

 

Из данных представленных в таблице 6.6 можем сделать вывод, что точность 

диффузионной аппроксимации превышает точность аппроксимации в предельном 

условии при µ > 0.05, однако точность диффузионной аппроксимации падает с 

уменьшением параметра µ. Полужирным в таблице выделены те значения, при ко-

торых будем считать точность аппроксимации вполне приемлемой, достаточно 

точной и сверхточной. 
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Рисунок 6.21 – Сравнение графиков асимптотических аппроксимаций 

Papp(i), Pdif(i) и допредельной плотностей распределения вероятностей числа за-

явок на орбите при µ = 0.05, σ = 5 

 

 

Рисунок 6.22 – Сравнение графиков асимптотических аппроксимаций Papp(i), 

Pdif(i) и допредельной плотностей распределения вероятностей числа заявок на ор-

бите при µ = 0.05, σ = 3 
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Рисунок 6.23 – Сравнение графиков асимптотических аппроксимаций Papp(i), 

Pdif(i) и допредельной плотностей распределения вероятностей числа заявок на ор-

бите при µ = 0.05, σ = 1 

 

 

Рисунок 6.24 – Сравнение графиков асимптотических аппроксимаций Papp(i), 

Pdif(i) и допредельной плотностей распределения вероятностей числа заявок на ор-

бите при µ = 0.05, σ = 0.5 
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 RQ-система М|M|1 с разнотипными вызываемыми заявками и 

ненадежным прибором 

Для определения точности полученных в главах 3 и 4 аппроксимаций дис-

кретного распределения вероятностей P(i) числа i заявок на орбите для рассматри-

ваемой RQ-системы с ненадежным прибором опишем алгоритмы построения ап-

проксимаций. 

Алгоритм построения гауссовской аппроксимации числа заявок на ор-

бите в рассматриваемой RQ-системе в условии большой задержки заявок на 

орбите (σ → 0). 

1. Задание значений параметров системы N, λ, µ1, µn, αn, 2,n N , γ0, γ1, γ2, 

величину загрузки системы ρ ϵ (0, 1). 

2. Нахождение параметра κ1 по формуле (3.94). 

3. Нахождение параметра κ2 по формуле (3.101). 

4. Построение дискретной гауссовской аппроксимации распределения ве-

роятностей P(i) числа заявок на орбите по формуле (3.89) 

( 0.5) ( 0.5)
( )

1 ( 0.5)
app

F i F i
P i

F

  


 
, 

здесь F(x) – функция распределения гауссовской случайной величины с парамет-

рами κ1/σ и 2


. 

Алгоритм построения диффузионной аппроксимации числа заявок на ор-

бите в рассматриваемой RQ-системе. 

1. Задание значений параметров системы N, λ, µ1, µn, αn, 2,n N , γ0, γ1, γ2, 

величину загрузки системы ρ ϵ (0, 1). 

2. Нахождение функций rk = rk(x) вероятностей состояний прибора по 

формулам (4.38) для каждого x.  

3. Определение коэффициента переноса a(x) в виде (4.42). 

4. Нахождение функций gk = gk(x) как решения системы (4.49) для каж-

дого x. 

5. Определение коэффициента диффузии b(x) в виде (4.48). 
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6. Определение неотрицательной функции G(i) дискретного аргумента i в 

виде 

0

2 ( )
( ) exp

( ) ( )

i
С a x

G i dx
b i b x

 
  

  
 . 

7. Построение аппроксимации Pdif(i) распределения вероятностей 

P(i) = P{i(t) = i} числа i заявок на орбите для RQ-систем с использованием метода 

асимптотически-диффузионного анализа по формуле (4.33). 

Точность аппроксимации Pdif(i) определяется с помощью расстояния Колмо-

горова ∆1 равенством (6.12), которое показывает разницу между распределениями 

вероятностей P(i) и Pdif(i), где Pim(i) получено с помощью имитационного модели-

рования, Pdif(i) получено в виде (4.33), в котором коэффициенты a(x) и b(x) опреде-

ляются формулами (4.42) и (4.48) соответственно.  

Для сравнения с аппроксимациями (3.89) и (6.10), полученными с помощью 

метода асимптотического анализа зададим расстояние Колмогорова ∆2 в виде 

(6.13).  

Реализуя алгоритм построения гауссовской аппроксимации числа заявок на 

орбите и алгоритм построения диффузионной аппроксимации в рассматриваемой 

RQ-системе М|M|1 с разнотипными вызываемыми заявками и ненадежным прибо-

ром в условии большой задержки заявок на орбите, зададим необходимые пара-

метры исследуемой системы λ = 2, N = 3, αn = n, µn = n, 1,3n  , 

γ0 = 0.1, γ1 = 0.2, γ2 = 1. 

В таблице 4.4 приведены значения расстояний Колмогорова для различных 

параметров σ и загрузки системы ρ. 

Таблица 6.7 – Расстояния Колмогорова 

∆1 
σ = 1 σ = 0.5 σ = 0.1 σ = 0.05 

∆2 

ρ = 0.3 
0.023 0.022 0.013 0.011 

0.089 0.074 0.047 0.045 

ρ = 0.6 
0.016 0.012 0.008 0.003 

0.089 0.072 0.045 0.032 

ρ = 0.9 
0.009 0.007 0.006 0.005 

0.086 0.067 0.032 0.022 
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Анализируя данные таблицы 6.7, видно, что точность диффузионной аппрок-

симации растет с уменьшением параметра σ и увеличении загрузки системы ρ, при 

этом точность гауссовской аппроксимации растет с уменьшением параметра σ и 

почти не изменяется при росте загрузки системы ρ. Полужирным в таблице выде-

лены те значения, при которых будем считать точность аппроксимации вполне при-

емлемой, достаточно точной и сверхточной. Гауссовская аппроксимация дает хо-

рошие результаты при низкой интенсивности повторного обслуживания (σ = 0.1 и 

σ = 0.05). Аппроксимация асимптотически-диффузионного анализа достаточно 

точна при любом значении параметра σ, которые представлены в таблице 6.7. 

Сравнение графиков асимптотической Papp(i), диффузионной Pdif(i) и допре-

дельной P(i) плотностей распределения вероятностей числа заявок на орбите пред-

ставлено на рисунках 6.25 – 6.28. 

 

Рисунок 6.25 – Сравнение графиков асимптотических аппроксимаций Papp(i), 

Pdif(i) и допредельной плотностей распределения вероятностей числа заявок на ор-

бите при ρ = 0.3, σ = 0.3 
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Рисунок 6.26 – Сравнение графиков асимптотических аппроксимаций Papp(i), 

Pdif(i) и допредельной плотностей распределения вероятностей числа заявок на ор-

бите при ρ = 0.5, σ = 0.3 

 

 

Рисунок 6.27 – Сравнение графиков асимптотических аппроксимаций Papp(i), 

Pdif(i) и допредельной плотностей распределения вероятностей числа заявок на ор-

бите при ρ = 0.7, σ = 0.3 
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Рисунок 6.28 – Сравнение графиков асимптотических аппроксимаций Papp(i), 

Pdif(i) и допредельной плотностей распределения вероятностей числа заявок на ор-

бите при ρ = 0.9, σ = 0.3 

 

 Тандемная RQ-система с общей орбитой 

В главе 3 предложена гауссовская аппроксимация числа заявок на орбите в 

тандемной RQ-системе с простейшим входящим потоком. В главе 4 предложена 

аппроксимация, полученная с помощью метода асимптотически диффузионного 

анализа для такой тандемной системы с ММРР входящим потоком. Простейший 

поток является частным случаем ММРР-потока, поэтому используя результаты 

главы 4 не сложно получить диффузионную аппроксимацию для тандемной RQ-

системы с общей орбитой и простейшим входящим потоком. Алгоритм построения 

гауссовской аппроксимации в условии большой задержки заявок на орбите и алго-

ритм построения диффузионной аппроксимации числа заявок на орбите в рассмат-

риваемой RQ-системе аналогичны алгоритмам в пункте 6.2.2. 

Точность аппроксимации Pdif(i) определяется с помощью расстояния Колмо-

горова ∆1 (6.10), которое показывает разницу между распределениями вероятно-

стей Pim(i) и Pdif(i), где Pim(i) получено с помощью имитационного моделирования, 

Pdif(i) получено в виде (4.33), в котором коэффициенты a(x) и b(x) определяются 
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формулами (4.69) и (4.78) соответственно. Если мы положим все элементы 

λ = λk = 2 в матрице Λ, то мы получим простейший поток с интенсивностью λ. Для 

сравнения с точностью гауссовской аппроксимации в виде (3.89) для данной си-

стемы, полученной с помощью метода асимптотического анализа зададим рассто-

яние Колмогорова ∆2 в виде (6.13), определив интенсивности обслуживания µ1 = 1, 

µ2 = 2. 

 

Таблица 6.8 – Расстояния Колмогорова 

∆1 
σ = 2 σ = 1.3 σ = 0.5 σ = 0.1 σ = 0.05 σ = 0.02 

∆2 

ρ = 0.5 
0.061 0.049 0.011 0.033 0.019 0.013 

0.094 0.101 0.142 0.071 0.034 0.022 

ρ = 0.6 
0.041 0.025 0.027 0.023 0.012 0.009 

0.158 0.134 0.125 0.049 0.039 0.024 

ρ = 0.8 
0.006 0.017 0.030 0.012 0.035 0.011 

0.258 0.224 0.146 0.071 0.036 0.031 

ρ = 0.9 
0.009 0.018 0.021 0.008 0.003 0.004 

0.363 0.305 0.198 0.097 0.074 0.049 

 

Анализируя результаты таблицы 6.8, можно сделать вывод, что аппроксима-

ция, построенная с помощью асимптотически диффузионного анализа в 7,5 раз точ-

нее, чем гауссовская аппроксимация и может быть использован для σ < 1.3, при 

этом точность обеих аппроксимаций растет с уменьшением параметра σ, и диффу-

зионная аппроксимация имеет высокую точность для всех значениях параметров σ 

и ρ, указанных в таблице. 

Полужирным в таблице 6.8 выделены те значения, при которых будем счи-

тать точность аппроксимации вполне приемлемой, достаточно точной и сверхточ-

ной.  

Для тандемной RQ-системы с ММРР входящим потоком и общей орбитой 

определим матрицы 

1 0.3 0.7

0.1 0.6 0.5

0.4 0.3 0.7

 
 

 
 
  

Q , 1

1 0 0

0 2 0

0 0 3

 
 


 
 
 

Λ .     (6.15) 



270 

 

 

Обозначим ρ (0 < ρ <1) загрузку системы, а значение условных интенсивно-

стей входящего потока – элементов матрицы Λ, учитывая условие существования 

стационарного режима 1 2
1 1

1 2

 

  

rΛe , определим равенством 

1 1 2

1 1 1 1 2

 
   

  

Λ
Λ

rΛ e
, определим параметры обслуживания µ1 = 1, µ2 = 2.  

Точность аппроксимации Pdif(i) определяется с помощью расстояния Колмо-

горова ∆1 (6.10), которое показывает разницу между распределениями вероятно-

стей Pim(i) и Pdif(i), где Pim(i) получено с помощью имитационного моделирования, 

Pdif(i) получено в виде (4.33), в котором коэффициенты a(x) и b(x) определяются 

формулами (4.69) и (4.78) соответственно, реализуя алгоритм построения диффу-

зионной аппроксимации, который аналогичен алгоритму в п.6.2.2. В таблице 6.9 

представлены результаты сравнения.  

 

Таблица 6.9 – Расстояния Колмогорова 

∆1 σ = 2 σ = 1.5 σ = 1 σ = 0.5 σ = 0.1 σ = 0.05 σ = 0.01 

 0.057 0.049 0.033 0.011 0.033 0.019 0.007 

 

Сравнение графиков аппроксимирующей Pdif(i) и допредельной P(i) плотно-

стей распределения вероятностей числа заявок на орбите представлено на рисун-

ках 6.29 – 6.31. 
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Рисунок 6.29 – Сравнение графиков Pdif(i) и допредельной плотностей распределе-

ния вероятностей числа заявок на орбите при σ = 10, ρ = 0.5 

 

 

Рисунок 6.30 – Сравнение графиков Pdif(i) и допредельной плотностей распределе-

ния вероятностей числа заявок на орбите при σ = 0.5, ρ = 0.5 

 

Рисунок 6.31 – Сравнение графиков Pdif(i) и допредельной плотностей распределе-

ния вероятностей числа заявок на орбите при σ = 0.01, ρ = 0.5 

 Многолинейная RQ-система M|H2|N 

В главе 5 доказано, что в предельном условии σ → 0 стационарное трехмер-

ное распределение вероятностей P(n1, n2, i, t) числа занятых приборов и заявок на 

орбите можно представить в виде произведения  

P(n1, n2, i, t) = R(n1, n2)P(i) 
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двумерного распределения R(n1, n2) числа приборов, занятых на первой и второй 

фазах гиперэкспоненциального распределения вероятностей времени обслужива-

ния заявки в RQ-системе M|H2|N и одномерного распределения вероятностей P(i) 

числа заявок на орбите. Так как в стационарном режиме дифференциальное урав-

нение (5.10) обращается в равенство a(x) = 0, которое является уравнением относи-

тельно x, то его положительное решение обозначим x = κ, а значения вероятностей 

R(n1, n2) определим равенством 

R1(n1, n2) = R1(n1, n2, κ),        (6.16) 

где переменную x полагаем равной κ. Вероятность того, что в N-линейной системе 

занято n приборов при x = κ обозначим R1(n). 

Алгоритм построения аппроксимации R(n1, n2) = R(n1, n2, x) содержит сле-

дующие этапы. 

1. Задание значений параметров системы N, µ1, µ2, q1, q2, загрузки системы 

ρ (0 < ρ < 1), интенсивности входящего потока λ = ρN. 

2. Решение уравнения (5.8) для матрицы R(x), определяемое линейными 

однородными конечно разностными операторами A, B, I0, I1 двух дискретных пе-

ременных n1 и n2 для элементов R(n1, n2, x), находится в виде (5.3) и (5.4) при задан-

ных значениях N, λ, µ1, µ2 q1 и q2, удовлетворяющее условию нормировки 

1 2

1 2( , , ) 1
n n N

R n n x
 

 . 

3. Из равенства (5.10) запишем вид функции  

 
1 2 1 2

1 2 1 2( ) ( , , ) ( , , )
n n N n n N

a x x R n n x x R n n x
   

     . 

Это выражение можно упростить, обозначив 

1 2

1 2( , , ) ( )
n n N

R n n x r x
 

 ,     (6.17)  

и применяя условие нормировки 

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1

1 ( , , ) ( , , ) ( , , )
n n N n n N n n N

R n n x R n n x R n n x
      

     , 
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тогда функцию a(x) можно записать в виде 

    ( ) ( )a x x r x x     . 

4. Численно найдем решение x = κ уравнения a(x) = 0. 

5. Подставляя в R(n1, n2, х) значение х = κ, получим значения вероятностей 

R(n1, n2) = R(n1, n2, κ), 

аппроксимирующих двумерное допредельное дискретное распределение Р(n1, n2) 

числа приборов, занятых на первой и второй фазах обслуживания. 

Для построения аппроксимации P1(i) для дискретного распределения P(i) 

вернемся к плотности s(z) случайного процесса z(τ).  

Переход от плотности распределения s(z) непрерывного случайного процесса 

z(τ) к дискретному распределению P1(i) дискретного случайного процесса σi(τ) 

можно осуществить разными способами. Укажем один из них. В силу равенства 

(5.38), запишем неотрицательную функцию G(i) дискретного аргумента i в виде: 

.       (6.18) 

Принимая во внимание условие нормировки, запишем следующее дискрет-

ное распределение вероятностей 

.        (6.19) 

Предложенное дискретное распределение вероятностей P1(i) будем приме-

нять для аппроксимации распределения вероятностей P(i) = P{i(t) = i} числа i за-

явок на орбите для рассматриваемой RQ-системы.  

Алгоритм построения аппроксимации P1(x) содержит следующие этапы. 

1. Уравнение системы (5.20), определяющее матрицу g(x) перепишем для ее 

элементов g(n1, n2, x). При заданных значениях  N, λ, µ1 и µ2 найдем решение g(n1, 

n2, x) этой системы, зависящее от х, удовлетворяющее условию 
1 2

1 2( , , ) 0.
n n N

g n n x
 

  

2. Из равенства (5.19) запишем вид функции b(x). 

0

2 ( )
( ) exp

( ) ( )

i
С a x

G i dx
b i b x

 
  

  


1

0

( ) ( ) ( )
i

P i G i G i
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3. Получив функцию a(x) и b(x) найдем значение функции G(i) по фор-

муле (6.18). 

4. Применяя равенство (6.19), получим значения распределения вероятностей 

P1(i), аппроксимирующее допредельное распределение P(i) числа i заявок на ор-

бите рассматриваемой RQ-модели. 

Найденное распределение позволяет получить еще одну, кроме (6.16) ап-

проксимацию, распределение вероятностей числа приборов, занятых на первой и 

второй фазах. В равенстве (5.3) значения детерминированной переменной x заме-

ним значениями случайного процесса z и применяя (6.19) усредним по этим значе-

ниям, получим 

,    (6.20) 

где R(n1, n2, x) определяется равенством (5.3). Вероятность того, что в N-линейной 

системе занято n приборов, в случае, когда значения x заменены значениями слу-

чайного процесса z, обозначим R2(n). 

Для исследования точности предлагаемых аппроксимаций для распределе-

ния вероятностей R(n) числа n занятых приборов и для распределения вероятностей 

P(i) числа заявок на орбите (5.42) N-линейной RQ-системы M|H2|N с гиперэкспо-

ненциальным обслуживанием была разработана имитационная модель этой RQ-

системы, позволившая найти оценки распределений Rim(n) и Pim(i).  

При составлении имитационной модели накладывалось условие ее высокой 

точности, которую определим следующим образом. По двум независимым выбор-

кам, реализованным на имитационной модели, получаем распределения вероятно-

стей Pim_1(i) и Pim_2(i) числа заявок на орбите. Определим значение расстояния Кол-

могорова  

1 2
0

0

max ( ) ( )
i

im im
i

v

P v P v
 



    

между распределениями Pim 1(i) и Pim 2(i).  

2 1 2 1 2 1

0

( , ) ( , , ) ( )
i

R n n R n n i P i
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Надежность имитационной модели считаем достаточной, если величина 

Δ < 0.001. Аналогично определяется расстояние Колмогорова между распределе-

ниями Pim 1(n) и Pim 2(n) для числа n занятых приборов, которое также должно быть 

меньше 0.001. Далее определяются значения расстояний Колмогорова между рас-

пределениями вероятностей P(i), полученного по формуле (6.19) и Pim(i) реализа-

цией имитационной модели. 

Будем полагать среднее значение времени обслуживания равным единице. В 

численных примерах рассмотрим пятилинейные RQ-системы, когда N = 5.  

Обозначим ρ (0 < ρ <1) загрузку системы, а значение λ интенсивности входя-

щего потока определим равенством λ = ρN. Рассмотрим RQ-систему с гиперэкспо-

ненциальным обслуживанием, положив µ1 = 0.5, µ2 = 3, q1 = 0.4, q2 = 0.6 при ука-

занных в таблицах значениях параметров ρ и σ. В Таблице 5.1 приведены значения 

расстояний Колмогорова  

,  

между распределением вероятностей R(n), полученного реализацией имитацион-

ной модели и аппроксимациями R1(n) и R2(n) этого распределения, полученного по 

формулам (46) и (49).  

 

Таблица 6.10 – Расстояния Колмогорова для аппроксимаций R1(n) и R2(n) 

числа занятых приборов  

 Δ σ = 2 σ = 1 σ = 0.5 σ = 0.2 σ = 0.1 

ρ = 0.6 
Δ1 0.044 0.032 0.020 0.011 0.006 

Δ2 0.059 0.053 0.042 0.019 0.008 

ρ = 0.7 
Δ1 0.065 0.046 0.030 0.015 0.009 

Δ2 0.083 0.063 0.038 0.013 0.003 

ρ = 0.8 
Δ1 0.078 0.056 0.037 0.019 0.011 

Δ2 0.075 0.050 0.025 0.005 0.002 

ρ = 0.9 Δ1 0.073 0.049 0.030 0.015 0.008 

1 1
0 5

0

max ( ) ( )
n

n
v

R v R v
 



   2 2
0 5

0

max ( ) ( )
n

n
v

R v R v
 



  



276 

 

 

Δ2 0.045 0.021 0.008 0.001 0.001 

 

Анализируя результаты в Таблице 6.10, трудно выделить более предпочти-

тельную аппроксимацию для всех значений параметров. Но для значений ρ ≤ 0.7 

более предпочтительной оказывается первая аппроксимация R1(n), полученная по 

формуле (6.16). При ρ > 0.7 предпочтительнее выглядит вторая аппроксимация 

R2(n), полученная по формуле (6.20). В силу простоты, будем считать более пред-

почтительной первую аппроксимацию, так как по точности первая и вторая аппрок-

симации различаются незначительно. 

В Таблице 6.11 приведены значения расстояний Колмогорова  

1
0

0

max ( ) ( )
i

i
v

P v P v
 



    

между распределениями вероятностей P1(i), полученного по формуле (6.19) и P(i), 

полученного реализацией имитационной модели. 

 

Таблица 6.11 – Расстояния Колмогорова для аппроксимации P1(i)  

числа заявок на орбите 

 σ = 2 σ = 1 σ = 0.5 σ = 0.2 σ = 0.1 

ρ = 0.6 0.085 0.129 0.141 0.082 0.039 

ρ = 0.7 0.122 0.122 0.081 0.027 0.014 

ρ = 0.8 0.104 0.070 0.032 0.011 0.014 

ρ = 0.9 0.052 0.022 0.003 0.012 0.010 

 

Из табличных значений следует, что точность предлагаемой в (6.19) аппрок-

симации возрастает (Δ уменьшается) с уменьшением величины σ, которая в теоре-

тических исследованиях полагалась бесконечно малой. Здесь же расстояние Кол-

могорова Δ ≤ 0.05 для всех значений сетевых параметров σ и ρ правого нижнего 

угла таблицы. При ρ = 0.9 это неравенство выполняется при всех значениях σ ≤ 1, 

что говорит о достаточно широкой области применимости предлагаемой в (6.19) 

аппроксимации P1(i) числа i заявок на орбите для рассматриваемой пятилинейной 
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RQ-системы с гиперэкспоненциальным обслуживанием заявок при заданных зна-

чениях µ1 = 0.5, µ2 = 3, q1 = 0.4. Полужирным в таблице выделены те значения, при 

которых будем считать точность аппроксимации вполне приемлемой, достаточно 

точной и сверхточной. 

 Многолинейная RQ-система М|M, M|N с двухфазным 

специальным обслуживанием 

В главе п. 5.2 решена задача нахождения достаточно точных аппроксимаций 

дискретного распределения P(n1, n2) числа n1 и n2 приборов, занятых на первой и 

второй фазах обслуживания и распределения вероятностей P(i) числа i заявок на 

орбите для рассматриваемой N-линейной RQ-системы.  

Двумерное распределение вероятностей P(n1, n2) числа приборов, занятых на 

первой и второй фазах обслуживания можно аппроксимировать элементами 

R(n1, n2, x) треугольной матрицы R(x), выбрав значение x функции x(τ) определяе-

мой дифференциальным уравнением ( ) ( )x a x   . Для стационарных вероятностей 

P(n1, n2) в аппроксимации R(n1, n2, x) значение x будем выбирать x = κ, где κ – по-

ложительный корень уравнения 

a(x) = 0.          (6.21) 

Алгоритм построения аппроксимации R(n1, n2) = R(n1, n2, x) содержит сле-

дующие этапы. 

1. Уравнение (5.48) для матрицы R(x), определяемое двумерными ко-

нечно-разностными операторами А, В, I0 и I1 перепишем для элементов R(n1, n2, x) 

этой матрицы: 

при 
1 2 0n n  : 

  2(0,0, ) (0,1, ) 0x R x R x     , 

при 
1 21 n n N    

   1 2 1 1 2 2 1 2( 1, , ) ( , , )x R n n x x n n R n n x            

1 1 1 2 2 2 1 2( 1) ( 1, 1, ) ( 1, , ) 0n R n n x n R n n x         , 

при 
1 2n n N   
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   1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 1 2( 1, , ) ( , , ) ( 1) ( 1, 1, ) 0x R n n x n n R n n x n R n n x             , 

и при заданных значениях N, λ, µ1 и µ2 найдем решение R(n1, n2, x) этой системы, 

удовлетворяющее условию нормировки 
1 2

1 2( , , ) 1
n n N

R n n x
 

 . 

2. Из равенства (5.53) запишем вид функции  

1 2 1 2

1 2 1 2

1

( ) ( , , ) ( , , )
n n N n n N

a x R n n x x R n n x
    

    . 

Это выражение можно упростить, обозначим 

1 2

1 2( , , ) ( )
n n N

R n n x r x
 

 ,     (6.22)  

и применяя условие нормировки 

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1

1 ( , , ) ( , , ) ( , , )
n n N n n N n n N

R n n x R n n x R n n x
      

     , 

тогда функцию a(x) можно записать в виде 

    ( ) ( )a x x r x x     . 

3. Численно найдем решение x = κ уравнения a(x) = 0. 

4. Подставляя в R(n1, n2, х) значение х = κ значения вероятностей R(n1, n2), 

получим в виде 

R(n1, n2) = R(n1, n2, κ), 

аппроксимирующих двумерное допредельное дискретное распределение Р(n1, n2) 

числа приборов, занятых на первой и второй фазах обслуживания. 

5. Найдя аппроксимацию R(n1, n2) равенством 

1

1 1

0

( ) ( , )
n

n

R n R n n n


  , 

получим аппроксимацию одномерного распределения вероятностей R(n) числа n 

приборов, занятых в рассматриваемой RQ-системе. 
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Для построения аппроксимации дискретного распределения P(i) вернемся к 

плотности s(z) случайного процесса z(τ).  

Переход от плотности распределения s(z) непрерывного случайного процесса 

z(τ) к дискретному распределению P(i) дискретного случайного процесса σi(τ) 

можно осуществить разными способами. Укажем один из них. В силу равенства 

(47), запишем неотрицательную функцию G(i) дискретного аргумента i в виде 

(6.18) 

0

2 ( )
( ) exp

( ) ( )

i
С a x

G i dx
b i b x

 
  

  
 . 

Принимая во внимание условие нормировки, запишем дискретное распреде-

ление вероятностей в виде (6.19) 

1

0

( ) ( ) ( )
i

P i G i G i




  . 

Предложенное дискретное распределение вероятностей P1(i) будем приме-

нять для аппроксимации распределения вероятностей P(i) = P{i(t) = i} числа i за-

явок на орбите для рассматриваемой RQ-системы.  

Алгоритм построения аппроксимации P1(x) содержит следующие этапы. 

1. Матричное уравнение (5.68), определяющее матрицу g(x) перепишем 

для ее элементов g(n1, n2, x): 

при 
1 2 0n n  : 

  2(0,0, ) (0,1, ) ( ) (0,0, )x g x g x a x R x     , 

при 
1 21 1n n N      

   1 2 1 1 2 2 1 2( 1, , ) ( , , )x g n n x x n n g n n x            

1 1 1 2 2 2 1 2( 1) ( 1, 1, ) ( 1, , )n g n n x n g n n x          

1 2 1 2( ) ( , , ) ( 1, , )a x R n n x xR n n x  , 

при 
1 2n n N   

   1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 1 2( 1, , ) ( , , ) ( 1) ( 1, 1, )x g n n x n n g n n x n g n n x              
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1 2 1 2( ( ) ) ( , , ) ( 1, , )a x R n n x xR n n x    . 

При заданных значениях N, λ, µ1 и µ2 найдем решение g(n1, n2, x) этой си-

стемы, удовлетворяющее условию 
1 2

1 2( , , ) 0
n n N

g n n x
 

 . 

2. Из равенства (5.67) запишем вид функции  

 
1 2 1 2

1 2 1 2

1

( ) ( ) 2 ( , , ) ( , , )
n n N n n N

b x a x x g n n x x R n n x
    

 
     

 
  . 

Здесь 

1 2 1 2

1 2 1 2

1

( , , ) 1 ( , , ) 1 ( )
n n N n n N

R n n x R n n x r x
    

     . 

Поэтому функцию b(x) можно записать в виде: 

 
1 2

1 2( ) ( ) 2 ( , , ) (1 ( ))
n n N

b x a x x g n n x x r x
 

 
      

 
 . 

3. Получив функцию a(x) и b(x) найдем значение функции G(i) по фор-

муле (6.18). 

4. Применяя равенство (6.19), получим значения распределения вероят-

ностей P1(i), аппроксимирующее допредельное распределение P(i) числа i заявок 

на орбите рассматриваемой RQ-модели. 

Для исследования точности предлагаемых аппроксимаций была разработана 

имитационная модель этой RQ-системы, позволившая найти оценки распределе-

ний числа n приборов, занятых в RQ-системе и числа заявок i на орбите.  

Объемы выборок по результатам имитационного моделирования были вы-

браны таким образом, чтобы точность, определяемая расстоянием Колмогорова, 

оцениваемых распределений по независимым выборкам составляла менее 0.001. 

Расстояние Колмогорова между двумя дискретными распределениями P1(i) и 

P2(i) определяется равенством: 
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1 2
0

0

max ( ) ( )
i

i
v

P v P v
 



   . 

Для численных примеров были выбраны следующие значения параметров 

системы: N = 5, µ1 = 2, µ2 = 1. Интенсивность λ входящего потока будем определять 

из условия существования стационарного режима 

  2 1

2

2 1

1N
N

N

  
   

 
.    (6.23) 

определив параметр загрузки системы ρ ∈ [0; 1).  

Таблица 6.12 – Расстояния Колмогорова ∆ для аппроксимации P1(i) числа за-

явок на орбите  

 σ = 2 σ = 1 σ = 0.5 σ = 0.2 σ = 0.1 

ρ = 0.6 0.058 0.096 0.091 0.040 0.014 

ρ = 0.7 0.084 0.081 0.047 0.012 0.007 

ρ = 0.8 0.065 0.040 0.015 0.004 0.003 

ρ = 0.9 0.025 0.010 0.002 0.001 0.001 

 

Из табличных значений следует, что точность предлагаемой в (6.19) аппрок-

симации возрастает с уменьшением величины σ. Здесь же расстояние Колмогорова 

Δ ≤ 0.05 для всех значений сетевых параметров σ и ρ правого нижнего угла таб-

лицы. При ρ = 0.9 это неравенство выполняется при всех значениях σ ≤ 1, что гово-

рит о широкой области применимости предлагаемой в (6.19) аппроксимации P1(i) 

числа i заявок на орбите для рассматриваемой RQ-системы. Полужирным в таблице 

выделены те значения, при которых будем считать точность аппроксимации вполне 

приемлемой, достаточно точной и сверхточной. 

Сравнение графиков диффузионной Pdif(i) и допредельной P(i) плотностей 

распределения вероятностей числа заявок на орбите представлено на рисун-

ках 6.32 – 6.31. 
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Рисунок 6.32 – Сравнение графиков аппроксимирующей и допредельной плотно-

стей распределения вероятностей числа заявок на орбите при σ = 2, ρ = 0.8 

 

 

Рисунок 6.33 – Сравнение графиков аппроксимирующей и допредельной плотно-

стей распределения вероятностей числа заявок на орбите при σ = 1, ρ = 0.8 

 



283 

 

 

 

Рисунок 6.34 – Сравнение графиков аппроксимирующей и допредельной плотно-

стей распределения вероятностей числа заявок на орбите при σ = 0.5, ρ = 0.8 

 

 

Рисунок 6.35 – Сравнение графиков аппроксимирующей и допредельной плотно-

стей распределения вероятностей числа заявок на орбите при σ = 0.2, ρ = 0.8 

 Резюме 

В данной главе представлены результаты численного анализа полученных 

предыдущих главах аппроксимаций и их областей применимости. В качестве кри-

терия оценки точности использовалось расстояния Колмогорова между эмпириче-

ским распределением, полученным в результате имитационного моделирования, с 

соответствующей аппроксимацией.  
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При исследовании потоков, показано, что для достаточно больших значений 

времени t (t > 200) реализация численных алгоритмов нахождения допредельных 

распределений вероятностей объема информации, поступившей в заявках исследу-

емых потоков становится практически невозможным, и в этом случае целесооб-

разно применение асимптотических результатов. Распределение вероятностей объ-

ема информации, поступившей в заявках предложенных моделей потоков за время 

t каждого из рассмотренных типов, может быть аппроксимировано нормальным 

распределением с математическим ожиданием κ1t и дисперсией κ2t.  

Анализ RQ-систем с разнотипными вызываемыми заявками, с ненадежным 

прибором, тандемной RQ-системы с общей орбитой представлен асимптотическим 

методом в различных предельных условиях и асимптотически-диффузионным ме-

тодом. Построены аппроксимации распределений вероятностей числа заявок на ор-

бите для всех систем. На численных примерах показана точность построенных ап-

проксимаций, а также проведено исследование результатов асимптотического и 

асимптотически-диффузионного анализа в сравнении с распределением вероятно-

стей, полученным с помощью имитационного моделирования. Анализируя резуль-

таты делается вывод, что аппроксимации могут быть использованы для широкого 

множества значений параметров, описывающих системы, включая значения за-

грузки системы ρ. 

В результате применения метода асимптотически диффузионного анализа 

для исследования многолинейных систем получен диффузионный процесс, плот-

ность распределения вероятностей которого используется в качестве аппроксима-

ции для распределения вероятностей числа заявок на орбите и числа занятых при-

боров в системе. 

Проводя численные эксперименты в сравнении с результатами имитацион-

ного моделирования получены оценки точности предложенных аппроксимаций. 

Показано, что диапазон областей применимости достаточно широк. Результаты 

настоящей главы представлены в работах автора [76, 77]. 
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Заключение 

Диссертационное исследование посвящено разработке и применению мате-

матических методов исследования потоков событий со случайным объемом требо-

ваний и систем массового обслуживания с повторными вызовами различной кон-

фигурации. 

Для предложенных моделей потоков, таких как поток восстановления, ММРР 

и полумарковский поток со случайным объемом поступающей информации полу-

чены достаточно простые выражения для распределения вероятностей значений 

объема информации, поступившей в исследуемом потоке за время t. Установлено 

что в предельном условии растущего времени наблюдения за потоком распределе-

ние вероятностей объема информации, поступившей в заявках предложенных мо-

делей за время t является асимптотически гауссовским с математическим ожида-

нием κ1t и дисперсией κ2t, где величины κ1 и κ2 вычисляются по формулам, которые 

приведены в Таблице 1.1.  

Анализ моделей массового обслуживания, выполненный в диссертационной 

работе, представлен различными методами исследования: методами асимптотиче-

ского анализа в различных асимптотических условиях и методом асимптотически-

диффузионного анализа.  

Результаты всех исследований, выполненных различными методами для од-

нолинейных систем с повторными вызовами, хорошо согласуются. Анализ RQ-си-

стем с разнотипными вызываемыми заявками, с ненадежным прибором, тандемной 

RQ-системы с общей орбитой представлен асимптотическим методом в различных 

предельных условиях и асимптотически-диффузионным методом. Построены ап-

проксимации распределений вероятностей числа заявок на орбите для всех систем. 

Предложенные аппроксимации могут быть использованы для широкого класса па-

раметров, описывающих системы, при этом точность диффузионной аппроксима-

ции высока для широкого класса параметра загрузки системы. 

Исследования многолинейных систем двух типов с повторными вызовами: с 

гиперэкспоненциальным временем обслуживания и специальным обслуживанием 
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заявок, – проведено асимптотически диффузионным методом в предельном усло-

вии большой задержки заявок на орбите. Диапазон областей применимости пред-

ложенных аппроксимаций для этих моделей достаточно широк. Применение пред-

ложенного метода асимптотически диффузионного анализа возможно при иссле-

довании многолинейных систем с повторными вызовами различной конфигурации, 

таких как, RQ-системы с вызываемыми заявками, и RQ-системы с произвольным 

распределением времени обслуживания. 

Анализ области применимости полученных асимптотических результатов 

показал, что в большинстве случаев гауссовские аппроксимации являются прием-

лемыми и достаточно точными. Сравнивая точность диффузионной аппроксима-

ции с точностью гауссовской аппроксимации, делается вывод, что точность диф-

фузионной аппроксимации превышает точность гауссовской на порядок. При этом 

диффузионная аппроксимация имеет высокую точность для широкого диапазона 

параметров исследуемых систем. 

Разработан комплекс проблемно-ориентированных программ и алгоритмов 

моделирования процессов массового обслуживания, с помощью которого выпол-

нен численный анализ области применимости полученных теоретических резуль-

татов. Комплекс включает в себя алгоритмы численного анализа характеристик 

функционирования моделей массового обслуживания, реализованные в виде доку-

ментов математического процессора Mathcad на основе теоретических результатов, 

полученных в диссертации.  

Таким образом, основными научными достижениями данного диссертацион-

ного исследования являются: 

1. Математические модели потоков событий, такие как поток восстановле-

ния, ММРР-поток, полумарковский поток со случайным объемом требований, 

обобщающие теорию ординарных и неординарных непуассоновских потоков, поз-

воляющие учитывать особенности реального трафика в телекоммуникационных 

системах.  

2. Модификации метода асимптотического анализа, позволяющие, в отличие 

от существующих подходов, выполнить анализ непуассоновских потоков событий 
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со случайным объемом информации в предельном условии растущего времени 

наблюдения за потоками. 

3. Допредельные интегральные формулы для нахождения распределения ве-

роятностей объема информации, поступающей в предложенных непуассоновских 

потоках событий со случайным объемом требований за определенное время.  

4. Предельное гауссовское распределение вероятностей объема информации, 

поступающей в потоке восстановления, ММРР и полумарковском потоке, для ко-

торого найдены явные выражения параметров предельного нормального распреде-

ления, обобщающие предельные теоремы из класса Центральной предельной тео-

ремы. 

5. Модификации методов асимптотического анализа систем с повторными 

вызовами на случай исследования RQ-систем с разнотипными вызываемыми заяв-

ками, RQ-систем с ненадежным прибором, тандемных RQ-систем с общей орбитой 

в различных предельных условиях, таких как условие большой задержки заявок на 

орбите, предложенных в диссертации предельных условий согласованно высокой 

интенсивности вызывания заявок и длительного обслуживания вызываемых за-

явок. Применение данных модификаций обобщают известную методику исследо-

вания систем с повторными вызовами на случай более сложных конфигураций мо-

делей и новых предельных условий. 

6. Метод асимптотически диффузионного анализа, который обладает повы-

шенной точностью, предназначенный для исследования однолинейных и многоли-

нейных систем с повторными вызовами. 

7. Выражения для стационарных асимптотических распределений вероятно-

стей и их аппроксимаций числа заявок на орбите для однолинейных и многолиней-

ных RQ-систем различной конфигурации, представленных в диссертационной ра-

боте. 

8. Установлена область применимости полученных асимптотических резуль-

татов на основе численных экспериментов с использованием разработанного ком-
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плекса проблемно-ориентированных программ и алгоритмов для численного ана-

лиза потоков событий со случайным объемом требований и RQ-систем различной 

конфигурации.  
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